CTCF CCCCC=CCCCCCCCCCCCCSCSCSCS===SCCCCCCen 
LF m 
LW A 
uy n 
出 rh 
ww [Rd 
ul 站 
nl n 
ul [3 
ui 门 
出 1 
uy n 
加 . Jr 4 n 
1 有 代数 其 出 人 二 n 
日 所 这 十: 和 从 i n 
1 ni 
ul n 
Lt 门 
和 门 
[LH [| 
hl LY 和 向 
本 nn 
: Yy 方程 引 论 ; 
Ls 个 
ur 和 
[LD 站 
Wl 向 
i i 
: I 
; 叶 其 省” 李 正 元 著 
ut 让 
[i 门 
LF mm 
1 nm 
Ll mn 
ul nh 
nl 号 
wl 六 
由 中 
[TI 11 
[| 疙 
ul 站 
1 hn 
iu n 
上 nN 

Wl nD 
LF] 0 
[| 门 
ut nn 
ty [a 
LF n 
ti 向 
qd 应 
本 I1 
LH [a 
Wt [a 
El 站 
ty 站 
1 了 n 
uy nn 
uy 门 
uy nn 
门 

电 n 
好 自 
ts 让 
1 mn 
1 m 
本 nN 
Ud 1 
| 丫 

出 n 
[| ni 
站 nn 
a n 
LF n 
册 ni 
1 门 
1 站 
机 让 
机 内 
wl 各 
上 a 
[| | 
11 nn 
vu 门 
= 2305302223227272557-- 


= 3223223232323372I2322 73 


iT 


内 客 简介 


在 物理 学 .人 忙 学 .生物 学 .经 济 党 及 睾 种 土 程 问 题 中 提出 的 大 其 的 
反应 扩散 向 题 , 近 20 年 来 ,日 益 受 到 人 人 们 的 重要 ,本 书 详细 逆 述 与 这 些 
问题 有 关 的 数学 理论 ,方法 及 其 应 用 .本 蔬 论 让 严 痢 , 深 入 浅 出 ,有 一 定 
的 自封 性 ,能 把 淡 者 较 快 地 带 到 反应 扩散 方程 的 者 种 问题 的 研究 中 去 . 
每 章 林 附 有 太 其 习题 , 丰 助 十 读者 深入 理解 本 书 的 内 容 . 

读者 对 象 为 理工 科大 学 数学 条 ,应 用 数学 系 和 其 他 有 美 堆 业 的 太 
学 生 . 研 究 生 .教师 以 及 有 关 的 科学 工作 者 . 
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本 书 蚌 根据 作 濞 1982 年 以 来 在 北京 天 学 ,郑州 大 学 、 武 汉 大 
六 和 山西 大 学 等 单位 讲课 的 讲稿 整理 而 成 的 ， 它 具有 一 定 的 自封 
性 :能 把 读者 较 馈 区 带 到 以 应 扩散 方程 的 各 种 问题 的 研究 中 去 . 

现 找 科学 技术 的 发 展 在 很 大 程度 上 依 闲 于 物理 学 ， 作 学 和 生 
痢 : 节 的 成 就 和 进展 ， 帮 这 坚 学 科目 身 的 精 帆 化 又 是 它们 取得 进展 
的 重要 保证 。 学 科 的 精确 化 往往 是 通过 建立 数学 模型 来 实现 的 ， 
市 大 量 的 数学 模型 可 归纳 为 万 谓 的 反应 扩散 方程 . 

近 二 十 多 年 来 尽 应 扩散 方程 的 赋 究 日 益 受 到 重视 。 这 是 因为 
访 汪 扩散 方程 涉及 的 大 量 问题 来 自 物 理学 .化 学 和 生物 学 中 众多 
的 数学 模 间 , 因 看 有 强 齐 的 实际 背景 ; 另 一 方面 ,在 反应 扩散 方程 
的 研究 中 ,对 数学 也 提出 了 许多 氟 战 性 的 问题 ,因此 正 引 起 您 米 愈 
多 的 数学 家 ,物理 学 家 ,化 学 家 ,生物 学 家 和 工程 师 的 注意 ， 

1, 尽 应 扩散 方程 及 其 基本 何 题 ， 

通 清 在 数学 上 把 以 下 半 线 性 抛物 型 方程 组 

5 一 Dix, Hn)An 十 fx, Hn, Erad wn) 

(Cex tI EO xX BR!) C1Y 
称 为 反应 扩散 方程 组 ,其 中 0 CC BR*，#， 向 之 1，* 呈 (x1'，'， 
Xa), HE Hn) MFO CARs Rs, AN), 

dw Ou; 

Erad w = (gradi ,+ : . ,gradw,,), grad wu: = (a -3 3 
(i= 1 2 1m), DPKz 9 一 《dz os 了 一 1。2 ey 
zz 。 征 : 据 不 同 的 问题 可 以 研究 初 值 问 题 , 即 8 一 Re， 满足 初始 
条件 

nlxr, 0) 一 afzy Cx € BR’) (2) 
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也 可 以 研究 各 种 边 值 问题 ， 则 总 和 Re 有 和 漠 ，98 家 示 呈 的 边 
界 , 满 足 边 界 条 件 

He gx EDO x Rt CDirnichlet 条 析 》 (3) 
或 


这 = px, PCr, 1 ERO x RNetmann 条件 ) (4) 
n 


或 


5 二 ku = gCxy 1 (recBgxR+(Robin 和 条件》(5) 


C1》 的 与 时 间 * 无 闫 的 解 满足 
— D(x, wa -= fx,#, pradn) (x EO) C0) 
我 们 把 定常 问题 (6),，(3》 或 (6)，(4》 或 (6)，(《5) 《其 中 
E(x 2) = Es) 一 limglx, +)) 的 解 称 沟 (1),，(3) (或 (4) 或 
(5))}。{2) 问题 的 平衡 解 或 定 态 解 .C1) 的 空间 均匀 的 和解 满足 访 做 
分 方程 给 
Fu) lx, nu, v4) = HC)) (7) 


Ht0) 一 so 3 

还 可 以 研究 (1) 的 行 波 解 (x, 让 一 n(x 一 cD) ( 设 # 一 1， 

由 十 6),。(7) 是 (1) 的 特殊 形式 ,我 们 也 把 (1),，(6),(7) 的 村 
合 钥 移 为 及 应 扩散 方程 组 . 

( 屿 中 的 吕 和 隔 也 可 以 依赖 于 1，Dlx, DAw 也 可 以 替 析 为 
非 线 性 抛物 算 子 ,边界 条 件 也 可 以 是 非 线性 胸 , f 也 可 以 是 一 个 泛 
狐 , 等 等 . 

反应 扩散 方程 研究 中 的 基本 间 题 是 : 

《i 《1) 的 行 丢 解 的 存在 唯一 性 及 稳定 性 ; 

《ii 《1) 的 初 慎 问题 , 初 边 慎 间 题 的 整体 解 ( 包 括 局 期 解 和 概 
期 期 解 ) 的 存在 唯一 性 及 渐 近 性 : 

Ci》 开 衡 解 的 在 在 性 , 龙 其 是 当 问 题 依赖 于 某 些 参数 时 平衡 
解 的 分 又 结构 ,以 及 平衡 解 的 稳定 性 问题 ? 
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(iv)》 当 解 没有 整体 解 时 解 在 有 限时 间 内 的 “爆炸 ”Cblow up》 
问题 ,以 及 解 的 其 它 性 原 , 例 如 。， 熄 灭 区 ”dead region) 问题 ; 

Cv) 计算 方法 问题 ; 解决 《iD) 一 4iy) 中 各 种 问题 的 计算 问题 
有 一 些 困 难 , 乱 要 发 展 一 些 新 的 行 之 有 效 的 计算 方法 . 

2 物理 学 .化 尝 积 生物 学 中 提出 的 反应 扩散 方程 例 举 ， 

正 因为 (1), (5), (7) 的 者 合 组 在 很 大 程度 上 反映 了 “扩散 ”各 
反应 -的 相互 作用 ,也 反映 了 分 量 % 之 问 的 相互 作用 , 因而 为 许 
多 实际 问题 的 数学 模型 的 建立 担 供 了 条 件 ， 为 说 明 反 应 扩散 方程 
的 各 种 实际 背景 ,我 们 在 这 里 仪 列举 若干 例子 .为 简单 起 见 内 写 
出 方程 。 如 不 特别 指出 参考 文献 ,请 参看 [Ye]. 

态 ， 半 导体 方程 


On 一 diverxntnngrads — ngrad VY — Rln, Pp 


BH 


2 一 divgwp te, Erad p + pgradV)— Relns Pp) (9 


AV = —qtp—n+ DD) 
其 中 D, 9, kns Fres Dany Op 是 正常 数 ， 及。 R, 是 给 定 的 困 数 . 


8， 燃 烧 方 程 
BT 一 KAT 十 Onexp (一 二 ) 
BE, RT C10) 
On E 
Br KA nexp (— 辟 】 
C. Belousoy-Zhabotinskii 反应 的 Noyes-Field 方程 
. EF 
Ou Lrv+ull —#n— ro)+ os 
Dr dr C1 
dv Dy 2 
B= Mr — bnv 十 2 
Brusslator 方程 ( 风 [Ro])y 
， 一 n+ AB+l)n+ wr 
fr QA C nm (12) 
vi Av +t Ba oO— mr 


D， 神经 传导 的 Hodgkin-Huxley 方程 


+ 
于 Li 性 


Nr 一” 十 Cn, ws 号 25 wi) 


四 


Wi 之 ， pri Cs ee, 十 gia) C13) 
Cf 一 1 ,2,-..,) 
E. 酶 的 数学 模型 
= A CO— RO, a) i tos) 
w= Aa Tt [Rs a) — dlao -— a)] 14) 
其 中 
PAs 
R(s, a) Ti EY 


F， 和 生态 方程 (群体 增长 ,传染 病 ,病虫害 等 ) 
Hi = AN HM Ew, 0) 


+ | FCuCx, s), vx, tds 
v= A NEOn, 的 {15) 
二 | Glu(x, 5 vOx, s) ds 


其 它 方程 ,如 渤 流 方程 , 超 导 方程 , 液 帅 方程 、 反 应 器 动力 学 方程 : 
各 种 生物 现象 中 提出 的 众多 数学 模型 ;医学 提出 的 各 种 方程; 传 热 
中 以 及 污染 问题 中 出 现 的 对 流 扩 散 方程 等 ,在 此 不 一 一 列举 了 .站 
中 许多 方程 组 比 (9) 一 (15) 更 为 复杂 . 

3. 本 书 内 容 的 安排 . 

反应 扩散 方程 的 研究 涉及 面 很 广 ， 就 一 本 书 而 言 是 不 可 能 潭 
面 俱 到 的 ， 根 据 我 们 的 教学 和 研究 工作 的 经 验 ， 我 们 认为 拔 住 :E 
要 的 问题 和 基本 的 方法 是 人 站 的 关键 ,掌握 住 这 一 点 ,在 阅读 秆 一 
步 的 文献 和 做 研究 工作 时 都 会 获 益 臣 淡 ， 本 书 各 章 的 内 容 就 是 全 
可 能 按 这 种 思想 来 安排 的 ， 

由 于 在 反应 扩散 方程 的 研究 中 用 到 的 研究 方 浴 ， 许 多 是 常 绕 
分 方程 理论 中 的 方法 ,或 是 爱 启 发 于 这 种 方法 ,或 是 常 微 方法 和 和 | 信 
微 方 法 的 结合 ， 因 下 我 们 把 可 能 襄 用 到 的 有 关 销 缴 分 方程 的 知 况 
集中 罗列 在 第 一 章 中 《大 多 数 没 有 证 明 )， 以 保持 本 书 碍 六 种 宣 义 
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下 的 自封 性 . 

第 二 章 主要 讨论 单个 方程 的 行 波 解 的 存在 唯一 性 ， 所 用 的 方 
注 是 相 平 面 方 村 (这 是 一 个 标准 的 一 般 性 的 方法 )， 我 们 婚 讨 沦 了 
单调 有 界 非 常数 行 波 解 ( 即 疲 前 解 ) 的 存在 唯一 性 ，。 也 讨论 了 非 单 
调 (甚至 振动 行 波 解 ) 的 存在 性 。 由 于 篇 幅 有 限 ， 关 于 方程 组 的 行 
小 解 的 讨论 只 好 在 本 章 末 的 评注 中 简要 地 加 以 叙述 ， 并 且 我 们 只 
报 述 有 关 的 方法 和 结果 并 尽 可 能 列 出 最 新 进展 的 有 关 立 献 ， 关 于 
行 波 解 的 稳定 性 这 一 重要 问题 我 们 也 只 在 评注 中 加 以 简要 叙述 . 

上 ,下 解 方法 (或 称 单调 方法 ), 在 研究 一 些 具体 的 反应 扩散 方 
程 整体 解 及 平衡 解 的 存在 性 ， 以 及 平衡 解 的 稳定 性 时 ， 是 一 个 很 
有 效 的 方法 ， 第 三 章 给 出 了 单个 方程 的 上 、 下 解 方 法 的 有 关 理 论 
的 完整 氢 述 ， 并 给 出 了 它 的 一 些 应 用 。 在 本 章 中 还 罗列 了 本 书 中 
将 用 到 的 最 大 值 原理 ， 椭 婴 型 及 抛物 型 方程 的 先 验 估计 及 有 关 的 
存在 唯一 性 定理 。 本 章 还 给 出 了 以 后 要 经 常用 到 的 椭圆 边 值 问 题 
的 特征 值 理论 的 系统 阐述 . 

第 四 章 主 变 讨 论 单个 方程 的 平衡 解 的 稳定 福 问 题 ， 所 讲述 的 
方法 拔 有 普遍 意义 的 ， 在 讨论 方程 组 的 平衡 解 的 稳定 性 时 也 是 有 
参考 价值 的 . 

第 五 章 专 门 讨论 方程 组 的 上 ,下 解 方法 ,我们 除了 所 示 它 与 单 
个 方程 的 上 、 下 解 方 洋 的 不 同 外 ,还 分 别 讨 论 了 氢 增 ( 减 )、 混 拟 、 非 
拟 单调 情形 反应 扩散 方程 组 的 控制 问题 的 引信 以 及 上 、 下 解 的 定 
义 , 由 此 证 明了 解 的 存在 定理 ; 本 章 还 对 椭圆 组 讨论 了 上 ,下 解 方 
法 ;并 用 上 ,下 解 方法 研究 非常 数 平衡 解 的 稳定 性 . 

方程 组 的 最 大 值 原理 一 般 不 成 立 ， 因 而 不 能 用 它 去 得 到 解 末 
身 的 最 夫 模 估计 ， 从 而 给 用 Schauder 不 动 点 理论 等 方法 证 曲解 
的 存在 性 带 来 了 巨大 的 困难 ， 受 启发 于 常 微 分 方程 的 反应 扩散 方 
寻 组 的 不 变 区 域 理论 的 出 现 和 发 展 ， 在 某 种 程度 上 给 出 了 解 本 身 
的 最 厂 模 估计 第 六 章 论 述 了 不 变 区 域 的 本 质 ， 也 指出 了 应 用 不 
变 区 域 理论 的 困难 所 在 ， 

平衡 解 的 存在 性 以 及 当 问 题 依赖 于 某 些 参 数 时 平衡 解 基 工 参 


数 的 分 叉 结 构 是 一 个 极其 瓜葛 的 问题 ， 第 七 、 从 两 章 专门 讨论 这 
个 问题 ， 度 理 论 已 成 为 研究 非 线性 问题 中 本 可 能 少 的 拓扑 工具 ， 
第 七 章 就 是 度 理论 在 反应 扩散 方程 中 的 应 用 .首先 我 们 以 较 短 的 
篇 幅 论 述 度 理论 的 概要 ,包括 度 的 定义 ,性 质 与 计算 ， 力 求 深入 小 
出 , 既 直 观 又 准确 。 然 后 论述 度 理 论 的 应 用 ,利用 度 理 论 并 将 其 与 
上 、 下 解 方法 相 结合 讨论 椭 轿 型 边 信 问 题 的 多 解 问题 以 及 榴 酌 型 
方程 和 和 常 微 分 方程 的 分 叉 问题 。 通 过 解决 儿 类 典型 问 功 ， 尽 可 能 
使 读者 了 解 到 问题 的 全 青 ， 第 八 章 涉及 常 微 分 方程 的 二 阶 保守 系 
统 的 边 信 问 题 ,当空 间 变 基 是 一 维 时 , 它 是 一 类 反应 扩散 方程 的 平 
衡 解 方程 。 在 这 一 章 论述 利用 相 图 法 讨论 二 阶 保守 系统 边 值 间 题 
解 的 存在 性 与 解 的 个 数 的 一 般 原 理 与 步骤 ,并 给 出 N.Chafee 和 
E，F，Infante 的 一 个 例子 ,利用 相 图 法 可 以 得 到 平衡 解 的 全 局 与 
完整 的 分 又 结构 。 

抛物 型 方程 组 的 初 值 和 初 边 值 问题 ,常常 可 看 成 是 适当 的 Ba- 
nach 空间 中 的 一 个 抽象 常 微分 方程 的 初 信 问 题 ,而 第 九 章 的 半 群 
方法 下 是 解决 这 一 向 题 的 有 效 方法 ,但 是 , 当 抬 这 一 抽 瘟 方法 用 来 
解决 其 休 的 反应 扩散 方程 的 有 关 问 题 时 ， 必 须要 结合 偏 微 分 方程 
的 有 关 结 果 ,特别 是 解 的 先 验 估计 的 杏 关 结 果 . 为 了 选择 正确 的 其 
本 Banach 空间 ， 必 须要 有 一 系列 的 嵌 人 定理 ,因而 本 章 的 安排 
首先 是 讲 清 抽象 理论 (扇形 算 子 ,分 数 寡 算 子 、 分 数 寡 空间 及 有 关 
抽象 常 油 分 方程 的 结果 ), 然 后 是 讲 怎样 招 抽象 理论 用 到 具体 的 问 
题 中 去 ， 通 过 例子 说 明 怎 样 应 用 偏向 分 方程 的 先 验 估计 及 峰 人 定 
理 把 具体 问题 细 人 抽象 框架 。 怎 么 选择 基本 工作 空间 等 等 ， 我 们 
相信 通过 这 样 的 讲述 会 使 读者 更 好 地 了 解 怎 样 使 抽 宜 理论 发 挥 作 
用 . 

最 后 一 章 ( 第 十 章 ) 主 要 研究 抽象 问题 解 的 渐 近 人 性 态 ， 论 述 了 
一 些 重要 的 概念 和 方法 , 例如 动力 系统 ， 极 限 乐 ，Liapunov 方法 
和 线性 化 方法 等 等 ， 并 利用 这 些 方 洪 讨 论 若 干 反 应 扩散 方程 平 稀 
解 的 稳定 性 ,通过 例子 说 明 如 何 构造 Liapunov 函数 , 如 何 证 明 线 
性 特征 值 问题 最 小 特征 值 的 正 性 等 . 
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一 定 的 习题 . 
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问题 的 最 新 进展 
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第 一 章 ” 常 微分 方程 准备 知识 


设 weER*,， wn€R*， 形 为 
Bu -- DAw + fw, ,FY 
ds 
移 反 应 扩散 方程 与 常 微分 方程 有 密切 联系 ,其 中 

D= diag (d,s: dm) 
为 正 对 角 和 矩阵 ， 这 类 方程 中 的 有 些 问题 可 以 直接 转化 为 党徽 分 方 
程 的 有 关 问 题 ， 还 有 些 问 题 则 可 以 用 涝 微分 方程 的 方 祛 与 有 六 
时 来 研究 。 就 抽象 理论 来 看 ,这 上 方程 的 定 解 问题 可 化 为 Banach 
空间 中 的 微分 方程 ， 它 的 理论 与 分 析 方 注 类 似 于 常 微 分 方程 相应 
的 理论 和 分 析 方 入 因此， 一 升 始 我 们 就 用 袜 尖 的 篇 幅 来 前 述 常 
微分 方程 的 基本 理论 和 方 湾 ， 本 章 内 容 可 参见 [MMicl, [zh]. 


11 基本 定理 
1.1.1 ” 初 值 问 题解 的 存在 性 与 唯一 福 
没 : 是 实 变量 ,+ 是 # 维 向 量 , 6G 是 R*+ 中 的 开 区 域 。 其 元 
案 记 为 (x, !)， 函数 f: G -> R* 至 少 是 连续 的 ;, #* 一 侍 ， 又 


ds 
记 了 及 ”中 的 模 为 | : |, 零 向 量 为 9. 
考察 常 微分 方程 的 初 值 癌 题 
一 fr, £) (1) 
(#0) 一 2 


其 中 《wos 10) 所 心 ， 
定理 1.1.1 (存在 性 定理 ) 设 (xo, t0) EG, 1€E C(tG), RR 一 
{xD 一 zo 生 4， 一 0 志 28) 是 G 中 的 闲 长 方 体 , 则 《1D 


归 1 由 


禹 少 存 在 一 个 解 《一 8 定义 站 区 间 了 一 [1 一 志士 4 于 > 


怕人 下 一 min (s, 2), i Mmax [Fx, D1. 
Ne 民 


定义 1.1.2 车 对 怒 内 任 章 有 办 闲 区 域 忆 ， 和 在 常数 Lo 使 得 

EG ,有 
I x 站 一 其 ?9 委 工 zx 一 了 | 

划 称 大 xy 他 丰台 因 和 并 是 局 印 Lipschitz [和 y， 

宇 然 , 若 jE CCGY， 则 在 GG 内 对 x 是 局 部 Lipschitz 的 。 

定理 1.1.3 (存在 哗 - -性 定型 在 定理 1.1.1 的 条 性 证 ， 痢 又 
ff 在 G 对 x* 是 局 部 Lipschitz 的 , 则 《5D 的 能 在 和 一 友 | 全 万 
卡 存 生 而 红 叭 一。 这 时 的 # 如 定理 11 肌 给 对 


1.1.2 解 的 延 拓 

《D 的 解 的 最 太 存 企 区 | 闻 有 多 大? 

定理 1.1.4 (和 解 的 延 拓 定理 ) 设 Cro, 和 EG, JeC(G),， 如 
x(1) 是 (DD 在 氏 一 ww 扫 g 上 的 解 , 则 存 福 xtz》 的 延 拼 ! 产 ( 交 ， 
并 最 大 存在 区 间 是 开 区 间 .。 着 (a, 站 是 解 #8) 的 最 天 存在 区 
问 , 则 * 一 0 和 一 一 0 时 《ef 申 于 G 的 过 界 《 厦 殷 
无 边界 , 则 上 十 13D] 一 oo) 

什么 时 候 能 保证 《D 的 解 定 六 在 区 间 [os， 十 8》( 或 (一 2， 
十 oo)) 上 ? 

定理 115 设 gCR* 是 开 区 堪 ，xwwE0， jEC(O X [ie， 
十 00))， 又 设 下 是 9 内 的 有 界 闭 乐 。 若 x(o 是 《0D 的 解 并 且 

{x lt 之 mw，: 属 十 解 的 存在 区 间 } CK 

则 解 xC#) 定 交 在 区 间 [ny， 十 co) 上 。 

推演 14.6 设 fr, DECcCR x [ww， 十 20))， 车 存在 常数 
MM > 0， 使 得 对 《[) 的 解 x(D 在 ! 宇 加 的 存在 区 间 上 有 

1 区 站 1 < 对 

则 解 xCy 定义 在 区 闻 [tw， 午 9) .上 上. 


二 2 


1.1.3 解 的 连续 性 与 可 微 性 


《D 的 解 可 记 汶 所 与 加 xzo)， 作 为 zt 和 2 的 前 数 我 们 讨 
论 它 的 连 先 人 性 与 可 繁 性 。 
我 们 假设 : 
CH EGCGY， 在 人 内 对 x 局 部 Lipschitz。 
CH 2 的 是 #3 一 x, 让 在 某 区 间 太一 [oo bn] 上 的 一 
个 解 , 因 而 1€je 时 (pt, 站 EG. 
定理 17 说 《〈HD,《H:) 成 立 - 则 
1” 存 在 8 盖 0， 使 得 对 任意 《xzoy 纪 E 卫 ， 其 中 
W: oo th, ro pto)! < 8 
(站 在 jo 在 在 唯一 解 xtt; fo，x0). 
2° 涩 任意 《aoy 10)，({30, 各 )EW， 有 
ixCr, to, zo0) — xtI: 0 SE [1xo CO— tol 
十 Molto — tol Jef to Cre€ Jo) 
其 中 Mo，LIo 为 常数 . 
3” (和 zzo) E CAVF)， 法 中 
Ve: wo TE Bo Cos to EW 
我 们 还 假 安 
(Hi) fr.E CCGY. 
定理 18 设 (HD),，(H;))，(H,)》 成立 , 则 0) 的 解 


rts; for to) CC 8 7 一 六 xi 10， 2) 是 


一 fCxtt; to, Xo) s YY 
yl = f(x0, 10) 
物 解 ,而 ZK 加 X60) 一 DX; nm x0) 《是 zxCi; ip 2 对 wo 的 
导数 ,是 一 个 扎 阵 ?是 矩阵 方程 初 值 问题 
攻 一 f(x(t; ty x0), NZ 
Z| 一 
的 解 , 其 中 1， 是 wn x »n 单位 矩阵 ， 


mY Mm ee rh ro rp pp se ber pe Pie er : 


现在 考察 售 参 数 向 蔓 x 一 (pn, te，-…*, px) 的 常 微分 方程 的 

初 值 问题 

生 一 f(x, 1, 1.) 

fics, 一 2 {1% 
CI 的 解 记 为 xf3 to xos pp)， 作 为 Cf, 加， 加， 5) 的 函数 ， 讨 论 
+*t?; 和 t0， 5 的 连续 性 与 可 微 性 . 

我 们 假设 : 

(His》 六 是 下 维 z 空 间 中 的 开 区 域 ，G 一 Gx J fe 
CCC) :在 Gs 对 x 是 局 部 Lipschitz 的 , Lipschitz 常数 与 Ate 
J 无 关 ， 

(Hs) 二 pmoEJr 时 pt) 是 xz 一 Hr, tf， mm) 在 某 区 间 
玫 一 [60 如 ] 上 的 解 ,因而 1 ER 时 (pt 1 p00) € 0,， 

定理 119 设 (H,)，(H,) 成 立 , 则 

1” 存 在 3#> 0， 使 得 对 任意 (to, py 的 E 取 。， 其 中 

0 
lxo 一 {10)| < 8 
ln pp) < 
《Lo 在 Jo 上 存在 唯一 解 x(z; 9, x0， pa), 
2° zi; 和 woy 1) € CCF,), .其 中 
Viag < bo, Cro, tos HIE WwW, 

现在 用 (HH,) 代替 (H,,)， 

《He ) 了 fj 均 属 于 CCG)， 

定理 1440 设 〈H:)，(H。) 成 立 ,出 

xf 和 xzoy peCYV) 
且 Drli; ww, Wo, 1) 一 了 Lz; za)》 是 市 阵 方程 的 初 值 问题 
(3 fos Ko F)s ts 2) Y¥ 
于 jxke ip xos 2) 291) Ct€ Jo) 
Tu 一口 
的 解 ,其 中 0 是 和 xx 大 的 堆 将 阵 ， 
最 后 考察 解 对 右 端 图 数 的 连续 性 。 设 有 初 值 问题 


2 fx, 加 En 
oy Cm = 1, 2,..°) G) 

定理 11.11 设 六 帮 ECCGJ (Cro, fo) Cemy fo) EG, xr 一 
xo 日 所 一 了 在 G 的 紧 子 集 上 是 一 致 的 车 2o(t 是 (1”) 定 闵 
在 jw 上 的 不 可 延 拓 的 解 ， 则 存在 子 序列 【mi} 和 (1) 定义 在 
加 上 的 不 可 延 拓 的 解 xz， 使 得 

1” 六 包含 6，Hmipf J% 汪 J 

2” 当 一 oo 时 xny(D 一 xtD 在 jo 的 紧 子 区 间 上 是 一 歼 
的 )。 

车 《〈DD 的 和 解 是 唯一 的 ; 则 mm 一 0 时 za 的 一 2 在 几 的 紧 
- 子 区 间 上 是 一 致 的 。 


1.1.4 线性 方程 


一 类 非常 特殊 但 又 非常 重要 的 方程 组 是 线性 方程 组 : 
地 = ue 一 十 Guo)5a 十 fy 


, 一 gir Gare t FF 


四 澳 a go CYL + 十 Ga 七 fo 


可 写成 
= A TF fF) CIIY 
其 中 AP 一 (gw(?))oxs 是 4# X +5 午 阵 胃 数 ， 
rt) ht 
名“ : 3 共生 
Xaf ful) 


当 了 们 是 非 零 向 量 时 (II) 是 线性 非 齐 次 方程 , 当 f(D) 是 零 向 是 
射 《ID 是 线性 齐 次 方程 
二 A {lb} 


1) lim inf 是 下 极限 记号 ， 


"ope pp re MR rr hi 


我 们 总 是 假定 : cf， 天 < CC 站， 是 其 个 区 辣 。 
定理 1112 对 作 意 me /， 和 ER"。 初 值 问题 
这 一 A 十 交合 。 rl = x 
竹下 和 非 一 和解 ,让 窟 六 域 也 是 J. 
定理 1.1.13 对 性 意 1， rEJ， 设 Bt 7T)》 是 (Io) 的 基本 
后 陈 人 解 , 洪 是 Br 5) 一 1， 出 
1” 对 任意 上 cr 有 
BU, TY = Op ry 
Bt, TY Bo) Bo, T) 
,TY = Dr ,7) 
打 中 2) 是 《II 的 任 一 基本 峙 阵 解 。 
2” 初 值 问题 
i 一 A(xr, ri0) = to 
的 叭 一 和 解 可 表 为 
Xx; ty 0) — PAF, toNxe (IE 
3” 初 值 同 题 
= A 十 fe), x{io) = xo 
的 唯一 解 可 表 为 
85》 一 BF, fo)xo 
十 | Dr, TIT Ydr 
当 _ AC#) 为 常数 柴 阵 时 ,我 们 得 到 常 系数 方程 
TO Ax 
其 中 4 一 《esxw，o0ri 娃 常 数 . 
象 。 的 级 数 展 开 式 ,我 们 引进 邱 阵 ““， 
考察 矩阵 序列 
工 , 一 了 十 .4 十 
它 是 收 敏 的 , 记 
ef 一 Him (1 十 4 十 3 


-和 十 订 


于 my 
全... 
21 m1! 


A” 


~ 一 是 mt 
定理 1114 设 4 是 mn x# 常 数 从 阵 , 刚 
°° a Ei Aett =— Et 
dt 
2” 初 信 问 是 
= A rro) = xo 
六 唯一 解 是 


tT yy 
定理 1.1.35 设 4A,B 是 Xx» 常数 类 阵 。 
1 落 48 相似 ,部 4 一 PPBP-:， 刚 ce 一 Pesp. 
2 落 4,8 可 交换 ,由 48 一 BA, 则 e419 一 eder 一 eae4， 
3 e* 有 逆 逢 阵 〈e2) 二 e744, 
4° (Ce)T = ef, 
5 dete4 二 er"4， tr 洲 4 的 迹 ， 
怀 样 或 e149 
过 4 的 标准 形 是 了， 并 假定 了 是 非 奇 异常 数 纯 阵 , 使 得 A 一 
PjP™*， 贡 | 


Ea 
etd -一 perp-! 


而 了 有 如 下 形式 


其 中 J 是 对 角 短 阵 , 对 裔 线 上 的 元 素 是 dig" dg 


det 1 … 6 0 
性 Mar a 1] 0 


| “Aat+; 1 


人 EE Pe EE re tp re HR 
+ 人 


kh 


和 容易 证 腓 


人 QO 0 

他 0 er 0 
\0 中 eilr 

e+ 时 0 

er —=: 0 6 9 

0 0 -ee 


是 Tir 矩阵， 所 尺 


eli = etatipier === 


信 ”如 十 ! 
1 了 ,一 上 
1 
21 {ri — 1)! 
"i? 


0 0 0 。 1 
由 ce“ 的 上 述 表 法 式 我 们 还 可 得 
定理 1.1.16 1 是 4 的 特征 竺 的 充 要 条 件 是 。 
征 值 . 


12 和 常 微分 方程 的 比较 原理 


本 1 上 先 讨论 党 微分 方程 屿 的 初 值 问题 


归 遇 到 


A 


fz, 4) 

l Lo, = Xo (1) 

即 x。 Kx 站 ER 这 时 G 是 (x, 们 平 画 中 的 开 区 域 ， 然后 再 
讨论 常 微分 方程 组 (1')， 


1.21 方程 式 的 最 大 第 与 最 小 解 


设 TeECGG)，(Cxo mcEG， 若 《5) 的 解 不 唯一 ,我 们 将 证 

明 其 中 必 有 一 个 最 大 解 和 一 个 最 小 解 。 
定义 1.2.1 设 ga 和 pmp 均 是 人 7 在 ae， 幻 上 的 

解 ,车 对 UD 在 (oa, 6) 的 任意 其 它 解 x(z) 都 满足 

pA Er EPAD Geto, bY) 

则 分 别称 eu 和 ps 为 (1) 在 《ec，25) 上 的 最 大 解 和 最 小 解 ， 
如 果 最 大 ,最 小 解 存在 , 风 它 们 必然 唯一 。 
考察 辅助 初 值 问题 

{x,t ， 
xftoy 一 3 十 8 (CE) 

其 中 e 兰 0， 记 《>》 的 解 为 以 ft 58)， 它 向 右 是 不 可 延 拓 的 . 
定理 1.2.2 设 fECGJ， (xz 0) EG，5 守 0 充分 小 , 

1 若 包 这 Bp 则 当 此 党 县 在 一 者 共同 的 存在 区 国人 

Xf, BY) > 3，Ez]。 

2” 存在 常数 8 和 (I) 的 和 解 x**(D 定义 在 [na， 站 上 了 且 向 

右 是 不 可 延 拓 的 ,使 得 

lm x(#, £Y) = #*(A 


对 + [rs 8》 的 任意 紧 子 区 间 上 一 致 成 立 。 
x* 是 (1) 的 最 天 解 . 

12 因为 x (to 6) > x (fo 61), 所 以 存在 8> 必 ,小 
和 1)， 攻 结论 1° 不 对 , 则 存在 
n> BE Et) 2 D> 《Be Tm #6) — 
xp 62)， 于 是 


ep Mr HP op Sw ie ep pb th er ph 


.a re i SPH me Pd lire i epee r 1 n 


Fs St) = Fx Bs 1) +B, 
= xt B22) ts 
> Hxtt, B22)s 1) Te 
= 一 (1, £1) 
这 与 xtf, 6) > 多 1 B80) (C10 之 1 之) 市 盾 。 因此 1° 成 这 ， 

证 明 2° ”选取 su 严格 单调 下 院 趋 于 零 , 令 za 一 x(f,6m)， 
定义 在 最 类 区 间 [x, 8. 上 。 由 定理 1.1.11 知 ， 存 在 {xm? 的 滞 
序列 ( 仍 记 为 xm 和 《2) 的 解 太 定 义 在 [km 的 工 , 它 向 右 个 可 
延 拓 ,并 满足 

[8)C lim 各 二 [ms Bm) 

Xr = lm rte 
这 后 一役 纺 对 :在 Im, 六 的 侍 音 紧 子 区 | 同上 是 一 致 的 。 设 了 是 
L, 任意 坚 - 太 这 间 ， 则 mr 充分 大 后 。7E [0，#w)。 生 
tn eH x 此 
下 于 开明 了 结论 2 ， 

证 天 3 设 x(9o 是 人》 的 任意 一 个 解 , 则 zk(rssop) > x(r) 

当 1 汪 好 且 在 它 位 的 共同 存在 区 间 上 上 时， 令 m 一 十 0 得 
x*CF) 一 Emzt?, En) 2 XE 
天 zx* 让 《LY 的 最 太 解 。 证 毕 ， 
注 1 考虑 初 值 问 题 ?一 | 《一 1 7)， 站 一 10) 一 xz0 可 得 


fi 时 的 莹 大 解 , 其 中 六 -入 


注 2 考虑 初 介 癌 题 y= 二 一 ff 一 和 ，3(10) 一 一 Xo 可 得 
CP》 的 最 小 解 . 
1.2.2 微分 不 等 式 与 微分 方程 式 的 解 的 比较 


我 们 分 别 以 DtxQ)，B'xtn) 表示 函数 区间 在 + 处 的 右上 
导数 和 右 下 导数 ， 


时 1 电 


DtxCf) — lim sup A 
内 一 让 二 


ef) 一 hm inf txt) 十 人 —*(#) 
类 似 地 可 定义 中 在 上 的 左上 上 导数 和 左下 导数 。 

现在 考 窒 微 分 不 等 式 

Dtxte) < f(r), 《2.17 

若 xtr) 连续 并 汪 是 (2.1) , 称 xtr) 是 (2.17 的 解 。 现 建 立 微 分 不 
等 式 《2.1) 的 解 与 微分 方程 式 初 值 问题 (了 ?) 的 解 之 间 的 比较 定 
理 。 

定理 23 设 FECC)， (my tcEC，xD 是 (2.1 的 解 ， 
zt 安 2，qat) 是 《D) 的 最 大 解 。 叉 设 

1 二 | 守 wm，+ 属于 rt 与 pu 的 共同 存在 区 间 } 
出 有 

2 pan (ED 

证 明 设 8 之 0 充分 小 , 记 xf*，8s) 是 《LDL) 的 解 。 显然 , 存 
在 3 之 0, 当 nn 和 ?1 过 wn 十 8 佬 xD) 二 xi es。 进一步 证 朋 
在 :宇和 的 共同 存在 区 间 上 xp 所 x(tt, 8)。 攻 不然， 则 存在 一 
个 * 值 和 递减 而 趋 于 零 的 序列 8%}， 使 得 

RN =— wty EE), xEr ot hn) > x hs EY 
于 是 
万 txfp 一 imsap[Is(z + 下 x l/s 
> lim sup [zt 十 下 一 CE] /hm 


> jim TT hm 56) — #73 82 


了 时 一 寺 三 am 


— x 6) ~ fx(#, 6), 1) + 
~ (xD, D+te> Hx, 1) > Btxte) 


1 jimsup 是 土 极 限 记 和 党 ， 
申 二 


这 是 不 可 能 的 。 因为 xfKry 8) 守 x( 让 (Ce 之 门 , 令 5 一 0 十 并 利 
用 定理 1.2.2 得 结论 ， 证 毕 ， 


1.2.3 方程 组 的 解 的 楼 估计 


定理 1.2.4 设 fE CCG)，(wo, wn) ECG, x() 是 CI 的 解 ,又 
设 Fx, rf) 是 二 元 连续 函数 ,满足 
(fx 中 | 委 RCIzl DD Cr, EG) 
若 1x | 号 myputt) 是 
f 一 FCv, 1) 
vf) — vo 
的 最 大 解 , 则 在 共同 的 存在 区 间 上 
ix CD put) 
证 明令 如 一 11x21， 则 
Drwtle) 一 lim sup |xC th)! 一 | + 2 一 [zt 


< im sup jx 十 A ~ z(t) | 
< | 站 | = [Fxte), 1)| 
< FOr 7 = FOWL , 1) 
芭 ( 加 ) 一 下 
由 定理 1.2.3 得 
[| putt) 


1.24 方程 组 的 比较 原理 
定义 1.2.5 设 吕 一 (ay ga 00) 9 = Cb, bis"), 
访 1 和 i 1， 
2.…. 1 则 称 e < 和 5 
先 讨论 《DT 的 解 的 正 性 问题 。 记 
Rs = {rix = (x x) *>6B n> 0,.…, x > 0} 
我 们 假定 fx, 让 在 及 x 民 ! 上 连续 ,对 * 有 连续 的 导数 ,因而 


名 业 审 


初 值 咎 是 
二 #0) (2.2) 
的 解 x(; xi) 存在 唯一 ， 其 最 大 存在 区 闻 7 一 [0，A)J)， 其 中 
mER:. 
定理 12.6 设 (x, 中 ER* x Ri 时 
filxis "xii Ni xz， 让 守 0 
(G1,2, a) 
x € Rs 
Mx; ro) 0 Ce NN). 
征明 ” 考 守 辅助 问题 
= Kr, 人 + EE x(0) = (2.3) 
六 一 [10，A:] 蚌 本 的 性 意 有 界 闭 区 间 , 则 5 68，|]s1 充分 小 时 
《2.3) 的 解 xQr; xo, 85》 定义 在 :Ej 上. 
若 在 3 一 此 使 xz; xos 5) 二 0， 则 


-一 ,可 一 jz Kris OsXitis "ss Xns 了 te 0 


xi ao 8) 在 :一 此 是 增加 的 。 因 此 xz ms)E 民 2:。 由 解 
对 参数 的 连续 性 得 
lim (4; to £8) — xlr; 0 0) 
= rts; xo ER* 
证 些 ， 
定理 12.7 记 a = (a or) b= (6 bo), :一 
{zja 二 x 之 5}, 设 (x, 让 6: x 民 ! 时 f(x, 站 连续 ,对 * 有 连 
续 的 导数 且 4 的 每 个 分 量 诺 足 
Rs i is Tit Tas 0 . 
Ha 
又 加 6 Mx, xo) € tre 门 。 
证 明 留 给 读者 。 
定义 12.8 称 了 各 数 plr; 下 一 《px 9 四 发 z 下 在 


= 3 = 


区 域 Q x 了 对 * 是 拟 单 谓 不 减 的 ，。 洲 对 任 六 上 ，m ED，#€ 由 
5; 所 Wj(1 二 门 得 到 

ps) < pm) | ne 

(i 二 1, 2...", #) 
定理 1.2.9 设 UD),，VCODE C0, 了 了] 满足: 

Vr ULE) 

UC 2 AUCOD, 

POD VEO, 1 
其 中 1€ [0, Tl], 令 a 一 minV(D,b = max UD. 又 设 fr, 让 
在 豆 : x [0, T] 上 连续 ， 对 * 拟 单调 不 减 旦 有 连续 的 导数 ， 则 
对 任意 xo， VD) ro V0), C2.2) 存在 唯一 解 和 xy 且 
满足 


VO Er: TD {re 0, T1) (2.4) 
证 明 “在 在 带 数 开 >> 0, 对 任意 x,yE >:, tE [0, T] 有 
(Fx DO— 1 DISKIx Oo }| (2.5) 


任 给 wl ECD0, 了，7OD 所 站 三 VOGEL0, Tl1), 线性 问 
题 


dx 一 一 天 x 十 (ws 1) + Kw 
id 
xt0) = Xp 


有 准 一 解 ， 
=e Kix | exenu (ry, 7) + KuCr)ldr 
起 此 确定 一 个 映射 


t= Pu 
P 定 义 在 Banach 空间 8 一 CL0, 了] 的 一 个 闭 晤 集 
$= {x x ECL0, Tl VO) SE xD & UO)) 
上 ， 它 是 紧 算 了 , 
令 yw 一 UC 一 x*， 则 
人 > Kw t VO OD — Hu) + KCU — 
下 


wt0) 六 存 


分 别 考察 每 个 分 量 , 由 (2.5) 及 拟 单 调 性 得 


> 一 天 ip 十 fAUs 1 


一 fi(a, Us Us F) 

十 ms Us Us 

~ fl» My" Has 1) 

十 KU — 1) 敬一 关押 

w(0) 0 
因此 si 人 六 IE [0，T1)， 同 理 可 证 

wo0 (reto, Tl) 
即 证 UO 六 x(t)， 同 理 还 可 证 TCD 委 区 有 《4EE [0 ， 工 ])。 这 
就 证 明了 PCS}CS， 由 Schauder 不 动 点 厦 理 , 己 有 不 动 点 , 它 就 
直人 .2 的 解 xf 各)， 满 足 (C2.47。 证 毕 。 


I.3， 自治 系统 的 一 般 人 性 质 


1.3.1 相 空间 与 相 轨 线 


设 某 个 系统 的 运动 状态 可 用 ”个 量 4，… ,xs 来 描述 ， 它 满 
足 微分 方程 组 

站 一 六 一 工 之 C3.1) 
写成 向 最 形式 即 

二 六 x 《3.1 
x = (x;，………. xs) 在 同一 瞬 启 的 人 表示 系 绕 在 该 退 间 的 运动 状 
态 ， 凡 何 上 对 应 一 维 空间 的 一 个 点 。 故 把 这 个 表示 系统 羽 态 的 空 
同 称 为 相 空 间 ， 相 空间 中 表示 系统 状态 的 动 点 称 为 相 点 ， 而 方程 
《3.17 的 解 x 一 x0) ( 即 2 一 nn， 一 4，2，…， 专 称 为 系 
统 的 运动 方程 , 即 相 点 在 相 空间 中 的 送 动 方程 。 相 点 的 轨迹 即 
{xCr)1z€ 解 的 存在 区 间 } 

称 为 (3.1 的 相 轨 线 , 简 称 为 轨 线 ,因而 x 一 xs) 就 是 相 轨 线 的 参 
数 方程 。 


1.3.2 自治 系统 轨 线 的 简单 性 质 


车 Kx, 站 = 二 了 C(x),， 它 不 依 入 于 #, 则 (3.1 沾 变 成 
* ftw) (3.2) 
称 它 为 自治 系统 ， 

设 8CR" 是 开 区 域 ， f(x) 在 9 上 是 局 部 Lipschitz 的 ， 对 
vpE 品 ， 方程 (3.2) 请 足 初 值 x*(0) 一 请 的 解 是 唯一 的 : 记 为 * 一 
et p) 或 9 的 ， 它 的 最 大 存在 区 间 记 为 大 的 。 

方程 (3.2) 的 解 及 其 对 应 的 轨 线 有 以 下 简单 性 质 : 

引 理 1.3.1 若 xm 是 (3.2) 的 解 , 定 义 域 为 J， 又 为 任意 
实数 , 则 zx(z 十 中) 也 是 (3.2) 的 解 ,定义 域 为 所 一 人 [二 下 < 及. 

证 明 留 给 读者 ， 

引 理 1.3.1 指出 : 不 同 的 解 可 以 对 应 相同 的 轨 线 。 事实 上 , 若 : 
工 是 解 x(o 对 应 前 轨 线 ,出 了 也 是 解 xCz 廿 #) 对 应 的 锁 线 。 

引 理 了 32 设 xQ&)，x(t) 都 基 (!3.2) 的 解 , 定 文 域 分别 为 7 
和 了 若 3nuEJ， 因 <EJ， 使 得 x(a) 一 (a)， 则 对 Vie J， 有 

xX) = x 6 Co) 

证 衣 留 给 读者 。 

该 引 理 指 出 : 1” 自治 系统 (3.2) 的 不 同 轨 线 不 能 相交 ; 2” 若 
Tr 是 自治 系统 (3.2) 的 解 xC0 对 应 的 换 线 , 那么 (3.2) 以 了 为 轩 线 
的 解 一 定 可 表 为 x(s 十 间 ， 丰 为 某 个 实数 。 因 此 ,以 T 为 轨 线 的 
所 有 解 ,在 T 上 * 增加 的 方向 是 相同 的 。T 可 着 作 是 定向 曲线 . 

由 于 通过 每 一 点 PE 品 ， 方 程 43.2) 的 轨 线 是 唯一 的 ， 我 们 党 
用 Ta) 表示 。 


1.3.3 自治 珍 统 的 解 确定 一 个 动力 系统 


仿 WW={p, Dp DEQ XR pEQ, 1€J(p)}， 于 是 
《3.2) 的 解 x 一 Pps 7 = Fp) 定义 在 W 上 :取舍 在 乡 内 :部 中 六 
Wo— 9, 


® 16 = 


定义 133 函数 ptpy， 站 三 pigp》 叫 短 系 统 (3.27? 的 流 ， 也 
叫做 jx) 的 流 。 

下 面 讨论 流 的 性 质 

定理 134 设 ff) 在 如 是 局 部 . Lipschitz 的 , 对 Yp EQ， 
了 pb) 一 《一 co。 十 oo )。 则 (3.2) 的 流 pCr, Pp) 三 pCp) 满足 : 

1? 和: 日 X 开 一 日 是 连续 的 ， 

2” kb 一 训 (Vp En), 

3” 对 实数 a, 5, 有 ertgp) 一 popeCp)《vp<e). 

证 明 ”由 解 的 连续 性 得 结论 1°, 由 定义 得 结论 2°. 因 为 pdp) 
是 (3.2) 的 解 , 由 引 理 1.3.1 知 ，qpsislp》 也 是 (3.2) 的 解 , 即 pi 
(p) 与 《9Kp2)》 均 是 (3.2) 的 解 , 有 相同 的 初 值 pep)1 -一 
争 必 tpP2| -由 唯 一 性 知 ，peKp) 三 PCCP 他 1 一 a 
得 结论 3"。 证 毕 。 

定义 13.5 吕 是 民 ” 中 的 开 党 , 且 象 TT: OX Ri 一 0 记 为 
P(r 71) 三 pi(x)， 它 是 连续 的 。 固定 :时 , 股 象 p,: 名 一 局 满 
是 : mo: 有 一 中 是 恒 同 映 象 ; pps 二 Pets 对 及 内 一 切 的 # 与 
s 成 立 。 则 称 gp, 为 动力 系统 。 

因此 ,在 定理 1.3.4 的 条 件 下 ，(3.2) 的 液 p,(p) 确定 一 个 动 
力 系统 。 


1.3.4 轨 线 的 分 类 


现在 我 们 对 自治 系统 的 轨 线 进行 分 类 : 

设 对 Yp& 0，(3.2) 的 解 Ptp， 四 定 义 球 是 《一 oo ,十 oo) 

定义 1.3.6 若 pc23， 满 足 gekp) 一 8 一 oo 王 < 十 oo)- 
刚 称 ， 为 系统 43-2) 的 平衡 点 或 奇 点 。 

显然 , 疡 是 (3.2) 的 平衡 点 的 充 要 条 件 是 : ”天 p)》 一 9. 平衡 点 
py 是 系统 的 平 衔 状态 . 

关于 平衡 点 有 以 下 结论 : 

引 理 1.3.7 没有 一 条 异 于 平衡 点 的 轨 线 在 有 限时 刘 会 经 过 
平衡 点 。 


四 过 四 


证 明 由 初 慎 问题 解 的 唯一 性 得 结论 ，。 
记 
T+(P) = {pAp)ls > 0} 
TP) = {pp)lt 0} 
分 别称 汐 (3.2) 的 正 半 罗 线 和 人 鱼 灶 所 线 . 

引 理 13.8 若 lim gp,(9) 一 2， 则 ?是 平衡 点 。 

证 明 留 从 习题 ， 

若 {3.2) 的 解 pm,(p》 是 :的 周期 消 数 ,但 了 ?不 是 平衡 点 ; 则 称 
起 必 P) 是 (3.2) 的 非 平凡 周期 解 ， 

引 理 1.3.9 oq,(p) 是 (3.2) 的 周期 解 的 充 要 条 件 是 : 3 所 
页 使 得 gp,,CP) 一 qr,《p)。， pep) 是 非 平凡 局 期 解 的 充 究 条 件 是 ; 
#4 太 满 足 上 述 条 忻 而 和 且 过 1 之 二 时 pp) 洁 p(p)。 

证 明 设 pi 《Pp) 一 (2 pp) pn 
pip pnp (p=p,， 因此 ,对 Viy pro ntp) = plp), pp) 
是 再 期 解 . 记 最 小 周期 为 了 了， 车 ww,(p》 是非 平 凡 属 期 解 ， 可 证 
了 之 0. 车 工 二 0， 则 存在 一 串 正 周期 了 ,，T。 一 0， 又 


其 中 方 括号 表示 取 整 数 部 分 ,0 所 cs 所 了 了 ,。。 于 是 
PAP) = Pas lp) 
由 连续 性 ，lim pes(p) 一 potp) 一 2 贱 p(p) =p (El,. 
十 0)), 了 是 平衡 志 , 故 广 盾 。 证 毕 . 
非 平凡 周期 解 的 轴线 是 闭 轨 ， 若 gp) 的 周期 为 了， 则 
Tepe) = {pAp) 0 teT} 
由 引 理 1.3.9 立即 可 得 


定理 下 3.10 自治 系统 (3.2) 的 轨 线 必 为 以 下 三 类 型 之 一 。 
{1) 不 基于 当 下 因而 3 了 CE) 夺 nt py), 


s 9 = 


(2》 闭 轨 ; 
《3) 平衡 点 。 


13.5 不 变 集 与 解 的 不 变性 


由 引 理 1.3.1 和 引 理 1.3.2 知 ,(3.2) 的 解 具有 不 变性 : 若 x EE 
rp), MW] q(x) €E TCp). 

定义 13.131 集合 ACR" 称 为 《3.2) 的 不 变 健 ， 若 x 4， 
对 weR， 有 px)E A. 集合 4 称 为 (3.2) 的 正 ( 负 ) 不 变 集 : 
车 xc 4 对 win0trt< 0 有 ptxyEAd. 

显然 , (3.2) 的 整 条 雪线 都 是 不 变 集 ， 正 (和 负 ? 半 轨 线 是 正 ( 负 》 
不 变 集 . 反之 ,尾音 不 变 集 都 是 由 一 些 整 条 轴线 组 成 和 的 , 正 ( 人 负 ) 不 
变 集 是 由 一 些 正 ( 贷 ) 半 轨 线 组 成 的 ， 

定理 1.3.12 若 4 是 不 变 集 则 4C4 的 闭 包 》。，A*(4 的 内 域 7 
也 是 不 变 党 .车 4 是 正 ( 负 ) 不 变 梨 ， 则 4，A° 也 是 正 ( 负 ) 不 变 
集 ， 

证 明 禄 给 读者 . 


1.4 平面 自治 系统 的 平衡 点 


14.1 禄 述 
单位 质量 的 质点 在 力 f(x，#Y》 的 作用 下 党 直线 运动 的 方程 


是; 


中 一 Hx, i) C4.1) 
x 《位 置 ) 和 x (速度) 的 值 刻 划 了 系统 在 任意 时 刻 的 状态 即 为 孙 
统 的 相 。 x 与 * 的 平面 即 为 相 平 面 ， 藻 令 一 于。 出 (4. 蕊 等 价 
于 方程 组 


ty $= fHr*, y) C4.2) 
这 是 二 维 自治 系统 
P(x, 7 ， y=— Qlz, 7 (4.3) 
a 19 » 


的 特殊 情形 。 人 研究 (4.2) 可 得 到 (4.1) 的 解 的 不 少 性 质 ， 

二 维 肯 和 治 系 统 (4.3) 的 解 x 一 x0 站 ，y 一 YCr) 确定 了 xy 平 
珈 ,色相 平面 上 的 一 条 曲线 ,我们 将 研究 这 些 曲 线 在 相 平 面 上 所 形 
或 的 图 象 一 一 - 想 图 ， 在 相 图 中 起 重要 作 胃 的 是 平衡 点 的 类 型 。 

方程 (4.2》 的 平衡 点 是 某 个 点 《wp，0)， 在 该 点 处 y 一 
式 z, 0) 二 0, 它 相 应 于 质点 的 一 个 运动 状态 , 即 速 度 zz 及 加 速度 
为 零 , 表 示 质 点 是 静止 的 不 受 力 的 作用 ,因而 处 于 平衡 状态 “该 
称 为 平衡 点 )。 系 伐 的 平 街 态 是 最 重要 的 状态 之 一 ,这 是 要 研究 平 
衡 点 的 原因 之 一 。 

我 们 将 研究 : 

1” 平 衡 点 及 平衡 氮 附 近 的 雪线 分 布 。 

2” 平 衡 点 稳定 与 否 * 即 靠近 平衡 点 的 质 辟 能 否 保 硅 在 该 点 附 
近 。 

车 消去 时 间 :,(4.3) 北 成 


dy Olx, ?72 dx¥ _ Pex, 7? (4.4) 
dr Plx, dy Q(zr,y) 
设 P,Q EC 车 P(x0s yo) 十 Oz0, 各) 拓 0， 点 《ti，y) 是 
《4.4) 的 常 点 ,通过 《xe, %)}， 方 程 (4.4) 中 至 少 有 一 个 它 的 解 存在 
且 叭 一。 荐 Plxo; yo) 十 92(m， yp 一 0， 点 〔〈m，m) 是 (4.4) 的 
家 点 ,在 该 点 解 的 存在 唯一 性 定理 已 不 适用 . 因此 ,我们 也 把 (4.3》 
的 平 衔 点 叫 奇 点 * 非 平衡 点 叫 常 司 。 
若 引 进 航 坐标 “= +cos96，y 一 rsin0。 出 (4.37 化 成 
F 一 cosd* Plreos0, r sind) + sing0(r cosd, r sind) 


6 一 上 人 [cos6D(rcosg rsind) — sinOP(r cos0, r sinO)] 
Fr 


(4.5) 

我 们 可 以 通过 (4. 人 9) 或 (4.5) 来 研究 (4.3)， 对 某 些 特 殊 情形 我 

们 还 可 由 此 求 出 显 式 解 ( 例 如 线性 方程 的 情形 )， 从 而 得 到 全 平面 
上 的 相 图 。 然 而 对 于 一 般 情 形 ,我 们 不 可 能 得 到 显 式 解 ,这 时 常用 


四 0 + 


线性 化 的 方法 : 
《1L) 在 平衡 点 处 将 非 线 性 方程 4.3) 线 性 化 ， 
(2》 讨论 线性 化 方程 的 相 图 ， 
《3》 在 平衡 点 邻 域 用 线 狂 化 方程 的 相 图 近似 非 线 性 方程 的 相 


肪 
电 


因此 ,本 节 的 方法 对 于 非 绕 性 方程 来 说 ,只 能 讨论 平衡 点 叙 域 
中 解 的 局 部 性 态 ， 

攻 (ww，Yo) 是 (4.3) 的 平衡 点 ,通过 变量 替换 可 化 成 以 (0,0》 
为 平衡 点 。 我们 常常 具 考 虑 已 原点 为 平衡 点 的 情形 。 

1.4.2 二 维和 常 系 歼 线性 方程 的 标准 化 


先 考虑 二 维 常 系数 线性 方程 
二 gx 十 by, y= ext dy (AY 
当 系数 行列 式 9 一 | 。 “| 入 0 时 ，(A) 有 唯一 平衡 点 《0, 0》 


称 为 简单 平衡 点 。 当 & 一 0 时 (A) 的 平衡 点 称 为 非 简单 平衡 点 。 
讨论 (&A) 的 主要 方法 是 将 (A) 标准 化 , 即 作 线 性 变换 将 (A) 
化 为 标准 形式 。 . 
(A) 的 系数 矩阵 记 为 4， 作 非 奇 异 线性 变换 


-zx ca 


-re ma 
令 p= 二 一 Ke 于 内 ,4 一 0 一 5 则 4 的 特征 方程 是 


则 (A) 化 为 


py=|" ” “ | = 2 十 弘 士 9 
~ Z -一 ) 


了 -714T 的 标准 形 决定 于 DG(2) 的 根 的 情形 . 
我 们 把 计算 结果 列 在 下 面 : 


中 2 


特征 很 T T-iAT 


5 
辣 个 相 异 实 很 ,上 4-， pa) Co) (。 ) 


队 个 相同 实 根 2 1 0 9 
- 国 其 余 情 形 (_! 7 ) G0) (2 0) Ge< 
‘5 
六 点 
(一 “一 (rE0Y 
必 —r 
两 个 共 罗 复 报 | we mn 8. 
内 村 00 | 0 TB 


1.4.3 标准 化 方程 的 简单 平 交 点 
现在 考 虚 标 准 化 后 的 方程 tA)， 其 中 det A 雪人. 
(一 ) 4 有 两 个 不 同 的 实 特征 根 4> ARC ,芋头 0) 由 
XV _/l OV/x 
(,) 人 »)(,) 


= Cells FF Ce 


解 得 


或 y 一 clxl2， r= 二 0 . 
解 曲线 在 xy 平面 上 的 图 形 如 图 1-4.1, 图 1-42 和 图 1-4.3 所 示 . 
轩 tP 扫 线 上 的 箭头 指向 时 间 * 增加 的 方向 ， 

之 4 之 0 了 时 (0,0) 称 为 稳定 结 点 ( 双 切 结 点 ); 见 图 1-4.1. 
兴工 co 时 一 切 轨 线 都 趋 于 原点 ;有 两 条 雪线 ( 正 、 负 y 轴 ) 放 两 
个 福 反 的 方 苛 ( 开 . 负 3? 轴 方 向 ) 趋 于 原点 :其余 轨 线 都 洛 另 外 两 个 


= 2 


图 1-4.1 [加 1-4.2 


相反 的 方向 ( 正 代 x 轴 方 向 ) 赵 于 原点 ， 而 且 沿 这 两 个 方向 的 两 便 
都 有 雪线 趋 于 原点 - 
当 人 0 之 之 1 时 《0,0) 点 称 


b> 
un coe | 
为 不 稳定 结 点 《 双 切 结 点 )， 见 图 _ NS 
_ 


1-4.2. 它 与 前 者 的 区 别 只 是 把 :一 
十 ce 改 为 :一 一口 ， 且 *, y 轴 互 0 
换 . ~N /三 

当 产 之 0 之 4 时 (0,0) 点 称 为 
藤 点 (图 1-4.3?。 当 一 十 co 时 只 
有 两 条 雪线 【 正 、 负 ?四 ) 分 别 党 
两 个 相反 的 方向 趋向 原点 ， 这 两 条 轨 钱 称 为 鞍点 的 稳定 流 形 。 其 
余 胃 线 都 沿 另外 两 个 方向 趋 于 无 窍 , 这 其 中 有 两 条 ( 正 、 贷 z+ 
轴 } 当 # 一 一 20 时 沿 着 两 个 相反 的 方向 趋向 原点 ,这 两 条 所 线 称 为 
鞍点 的 不 稳定 流 形 。 鞍 点 的 这 四 条 特殊 的 轴线 又 称 为 藤 扩 的 分 蹇 
线 。 


(二 ) 4 有 两 个 相等 的 实 特征 根 并 4 关 0). 
若 % 有 两 个 线性 无 关 的 特征 向 量 ,由 


(,) =- 10») 


图 1-34.3 


Ce P= ce 


由 人 


了 了 


7 AT 


y= cx 和 =0 
解 曲 线 如 图 1-4.4， 都 是 趋 于 原点 ( 当 :一 十 或 1 一 一 co 时 》 的 
半 直 线 . 


当 4<0a> 0) 时 《0, 0) 点 称 为 稳定 《不 稳定 )》 的 奖 界 结 
点 。 又 称 星 形 结 点 . 


车 4 只 有 一 个 线性 无 关 的 特征 向 最 ， 由 
(5) ~ 1) 


Wee, yo ett entelt 


解 得 


车 


儿 一 4 十 二 ln1z| (r= 0 


解 曲线 如 图 1-4.5 所 示 . 

当头 近 和 时 你 0， 0) 称 为 稳定 的 退化 结 点 ( 单 切 结 成 ). 当 一 
十 co 时 一 转轨 线 均 沿 正 或 负 Y 轴 趋 于 原点 ,而 且 只 能 沿 正 3 回 的 
一 侧 , 设 负 ?7 才 的 另 一 个 趋 于 原 太 ， 

当 4 之 旨 时 (0, 0) 称 为 不 稳定 的 退化 结 点 ( 单 切 结扎 )。 

《三 ) 4 有 了 两 个 共 应 复 特征 根 < 士 记 ，s，P 为 实数 ,BP 志 0， 


(3) -Cs =) 


由 


的 极 举 标 方 程 
一 car。 日 一 一 月 
解 得 
了 了 = Fe PF 十 ,有 了 一 ye 

当 & 一 0 时 介 , 们 点 称 为 中 心 , 见 图 1-4.6, 

当 a 过 0 Ce> 0) 时 (0, 0) 点 称 为 稳定 (不 稳定 》 焦 点 。 当 
4 十 (一 00) 时 fr0 的 一 0， 一 一品 ， 轨 线 螺 旋 地 趋向 原 
点 。 站 的 符号 不 同 ,旋转 的 方向 就 不 同 (图 1-4.7). 


y > 了 1 a<D 
8<0 
x 
0) 女 > 们 
图 1-4.6 图 1-4.7 


对 应 于 两 个 特征 值 ( 不 等 或 相等 ) 的 实 部 均 负 时 ,《0，07 统称 
为 汇 ( 当 : 一 十 co 时 解 曲线 都 趋 于 原点 )。 

对 应 于 两 个 特征 值 ( 不 等 或 相等 ) 的 实 部 均 正 时 ， (0，07 统称 
为 源 ( 当 : 增加 时 解 曲线 远离 原点 )。 

14.4 线性 常 系数 系 统 的 简单 平衡 点 

现 考 察 原 系统 《A])， 通 过 非 瘟 异 线性 变换 《4.6) 将 《&A) 化 成 
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标准 化 系统 【〈4)。(A) 的 轴线 结构 是 清楚 的 ,再 通过 线性 变换 了 
就 可 完全 所 清楚 (A) 的 轨 线 结构 。 为 此 要 邯 察 非 奇 异 钱 性 变换 
下 ;加 线 的 哪些 特性 保持 不 变 , 哪 些 特 性 机 起 变化 。 

容易 证 明 下 面 的 引 理 . 

引 理 1.4.1 在 非 奇 异 钱 性 变换 下 有 以 下 不 变性 

1” 坐 标 原 点 不 变 ， 

2” 和 直线 变 为 直线 ,过 原点 的 直线 仍 变 为 过 原点 的 直线 ， 

3” 放 洗 则 线 变 成 光滑 曲线 , 租 切 的 光 沸 曲线 变 成 相 妇 的 光 祖 
曲线 ; 

4” 人 简单 闭 曲 线 变 成 简单 闭 曲线 ; 

5” 当 :一 十 co 一 cp 时 趋 于 原点 的 曲线 仍 变 为 趋 于 原点 只 
曲线 当 :> 十 co 一 o) 时 以 螺旋 方式 环绕 原点 且 趋 于 原点 在 
变 柳 下 仍 保 持 此 方式 ， 

引 理 1.4.2 在 落 奇 异 线性 变换 了 工人 下 可 发 所 变化 的 是 : 


1? 把 方向 5 一 G 力 变 为 了. 


2。 沿 茶 方向 ! 趋 于 原点 的 曲线 经 变换 后 对 应 的 曲线 沿 另 一 
确定 的 方向 T! 咎 于 原点 。 

3? 两 点 的 距离 ,六 曲线 的 夹 角 一 般 起 变化 。 

由 上 述 引 理 知 ,在 #4 平面 上 得 到 平衡 点 的 相 疼 后 ,返回 到 *y 
平面 上 时 交点 的 类 型 是 不 变 的 ,只 是 “尺寸 "上 会 有 变化 . 

在 确定 相 图 时 知道 54 平 而 上 的 坐标 轴 经 变换 工 后 变 为 xy 
平面 上 的 哪 两 要 家 线 是 重要 的 . : 

总 结 上 面 的 讨 沦 , 我 们 给 出 平衡 点 类 型 的 判别 准则 、 引进 参 


状 
请 一 一 (8 二 的， 人 一 8 一 风 C 
特征 根 | 
一 PP 土 和 /入 
4, = p24VA, 站 二 六 一 49 


按 特征 根 与 平衡 点 类 型 的 对 应 关系 ， 我 们 可 在 ? 一 4 平面 上 画 出 
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以 上 图 形 ( 图 1-4.8) ,指明 参 数 与 平衡 点 类 型 的 关系 . 


1.4.5” 非 线性 系统 的 平衡 点 


最 后 我 们 讨论 非 线性 系统 (4.3)， 设 (tropo》 是 平衡 点 ， 
Px y)， Q(x 7Y) 在 《xs mm)》 邻 域 可 微 , 则 
他 9) = altro 1) + Bly Oo— yo) + Hr, 7 
Q(x, 1) = cr ot) dy Oo p+ px) 


其 中 
oF oP 
站 b Ox Oy 
| = ( ) = _ 
a 0 0 


Bxr Hy tery trp ry 
Kz, y) = olr), glr, y) ~ Or 
Cr = [Cx xz) + Gy) 0) 
这 样 (4.37 可 改写 成 


一 ar xr) TT by Oo po) + Hr, y) (4.7) 
y= etx oO— x) +t dy Oo yo) + glx, y) | 
车 略 去 高 阶 现 得 
iatx— zo) by — po) 
| — ext) tady ~y) (4.8) 


我 们 称 (4.8) 为 (4.7) 的 线性 化 系统 ,(4.7) 为 (4.8) 的 找 动 系统 。 震 


时 全 


det 4 关 0， 也 称 (zoy yo) 是 (4.7) 的 简单 平衡 点 ,此 时 易 知 (xs, yo) 
是 (4.3) 的 孤立 平 人 衡 点 ( 昌 存 在 tx， 和 %) 的 一 个 邻 域 , 在 此 邻 域 内 
(4.3) 无 异 于 (xe， 各 》 的 平衡 上 总)。 通过 变量 的 平移 总 可 把 平生 
点 《x0syo) 称 至 原点 , 因 下 可 设 (x6, y6) 一 《0。 殷 。 
下 面 给 定 线性 系统 
f 一 dx by 
y=ert dy 


三 站 


。 | :ea (4.9) 


和 祖 应 的 扰动 系统 

f — gr by fx, y) 

y= ext dyt gCx, y) 
设 0 (0, 0) 是 弧 立 平衡 点 ( 当 ff 一 olr),， 8g 二 0(7),， 7 一- 
Mw 二 于 一 0 时,《0,0) 一 定 是 孤立 平衡 点 )、 0。 是 (0,0) 的 某 
领域 ， 通 过 U。, 中 任意 一 点 的 雪线 为 x 二 x( 罗 、9 一 yt。 其 航 
坐标 方程 是 > 二 ry，9 一 H(z， 根据 U。 中 轨 线 与 平衡 点 的 关 
系 来 区 分 平衡 点 的 类 型 . 

妨 点 ， 习 Ww， 当 -> 十 co (一 00) 时 VU 中 的 所 有 轨 线 有 
rC) 一 0，9( 有 一 十 吕 或 一 口 一 -0,0) 为 稳定 (不 稳定 ) 焦 点 ， 

鞍点 。， 丰 在 UV。 和 不 共 线 的 方向 8，9,， 在 U。 中 怡 有 两 条 
轨 线 当 * 一 十 oo 时 分 中 消 8 二 怠 ，8 于 外 十 趋 于 原点 , 恰 有 次 
条 胃 线 当 : 一 一 0 时 分 别 沿 6 一刀 ,9 二 乌 十 x 赵 于 原点 ， 其 
余 胃 线 将 双生 离开 ,一 一 00, 0) 为 鞍点 。 当 :一 十 oo 时 趋 于 原 
点 的 辆 线 称 为 稳定 流 形 ， 当 + 一 一 0 时 趋 于 原点 的 轨 线 称 为 不 稳 
定 流 形 . 

结 点 ( 愉 切 结 点 )。30。 和 不 共 线 徇 方向 名 ，， 在 UV 中 当 
1 十 cof 一 oo 有 时 活 0 一 出 0 一 各 二 一 各 内 有 一 条 轨 线 趋 于 
原点 ,其 余 轨 线 都 河 9 一 中 或 9 一 把 十 wx 趋 于 原点 , 而 且 落 它 
们 的 两 合 均 有 轴线 趋 于 原点 。 一 人, 0) 为 稳定 (不 稳定 ) 结 点 ， 

临界 结 点 《 星 形 结 点 )。3t， 当 :一 十 co( 一 2) 时 如 中 
每 条 雪线 都 沿革 确定 方向 趋 于 原点 , 沿 任 意 方 向 9 一 9， 有 且 仅 
有 一 条 轨 线 趋 于 原点 一 一 C0，0) 为 稳定 (不 稳定 ) 临 界 结 点 . 


二 定 此 寺 


《4.407 


退化 结 点 《 单 切 结 点 )。 a0, 和 两 个 相反 的 方向 名 ， 久 十 = 
当 ;一 十 cof 一 o0) 时 ,在 VC 一 切 轨 线 都 向 9 一 0, 或 9 二 
5 十 x 趋 于 原点 , 轩 线 只 能 沿 日 一 名 的 某 一 便 ， 河 8 一 外 二 和 
的 另 一 何 趋 于 原点 。 《0, 07 为 稳定 (不 稳定 ) 退 化 结扎 . 

中 心 ,306, 其 中 的 每 一 轨 绩 拘 是 包 劝 原 扩 的 闭 轨 ， 
为 中 心 ， 

于 面 给 出 扰动 项 站 和。 的 条 件 ， 使 得 扰动 项 不 改变 平衡 点 的 
类 型 . 
我 们 慨 定 

(CH.) 大 和 7) 一 otr), gCxs y) okr) 

(一 Ver 二 PoOD 

CH 并 zx, y)，gCxs y) 在 原点 邻 域 对 x,Y 连续 可 微 。 
定理 14.3 设 条 件 CH,)，(H:) 成 立 ， 若 《0,0) 是 《4.10) 
的 焦点 或 芝 点 或 结 点 ， 则 扰动 项 f{，f 不 改变 平衡 点 (0，0) 的 闫 
型 ， 

注 “不 改变 平衡 点 的 类 慢 还 包含 有 不 改变 稳定 性 及 趋 于 平衡 
点 的 方向 。 


(0,0) 


例 1 考察 
一 x 十 一 <， . 
9 x 十 er Fy 
2 
?TY hr) 人 
的 平衡 总 9， 0)。 


念 工 一 e059， yy 一 fsin9 《441》 化 为 
2 1 
PP 一， 站 Tr 
解 得 
rt) = 了 De 
= O00 + inlt — lar(0O| — Inlln rt)1 


下 上 一 十 o 上 时 rfO) ~* 0， 00) 一 十 9 ， 《0， 0) 是 (4.11) 的 焦点 ， 


和 


但 它 基 相应 的 线性 北方 程 的 临界 结 点 ， 
2 2x 

这 里 信 x, 一 BO C9) — ey 若 令 
100,0) 一 人 60 0 一 0 则 7, 满足 CH,) 和 (Hi)。 因 此 ,要 使 扰 
动 项 不 政变 临界 结 点 的 类 型 ,对 f 和 # 述 村 加 和 条件。 我 们 表 假 定 

(Hi 其 zs 了) 一 on Sr 79) or Tr 0) 
其 中 8 是 某 正 数 . 

定理 1.4.4 设 条 件 (H;), (CH) 成立 , 若 (0,0) 是 (4.10) 的 临 
界 结 点 或 退化 结 点 ;, 则 扰动 项 1，, 不 改变 平衡 点 (0, 0) 类 型 ， | 

例 2 考察 


yx Cx 二 cos 全 -FyCe 十 好)*sin < 


nT nx 
yr yr cos rt TY) sin 全 


的 平 衔 点 (0 ,0), 其 中 为 自然 数 ， 
化 成 极 坐 标 形 式 


、 四 类 
Pe riticos -一 。 上 一 1] 一 六 "Sn 一 
2 立 


尖 二 为 奇数 (rn 一 对 十 1) 时 

2:0, =1— (lt 
于 是 (0 ,0) 是 中 心 。 当 7 为 偶数 时 ,0,0) 是 稳定 焦点 。 而 (0, 0》 
是 线性 化 方程 


Ey 六 于 


的 中 心 . 
例 3 考察 
t= yy 二 x(t 十 YY) 加 于 3 
yy in ! 
X 二 了 入 大 
化 成 极 坐 标 方程 得 


业 号 口 = 


7 一 risin 二 ， 上 且 一 1 
7 
由 此 得 9 一: 十， 
CD 一 Cn (一 1, 2,3.…) 是 解 : 
C2) 当 一 <" < 十 oo 时， > > 0，r(D 单调 上 升 ; 


《3) 当 zi < < ai 时 ，* 之 0,，rC2) 单调 下 降 ; 
(9 当 zHD <r< 3 时 ，， > 0，r(D 单调 上 和 
nh 


带 出 相 图 如 图 i-4.9， 这 时 平衡 点 C0 , 0) 是 中 心 焦点 ， 


图 1-4.9 


定理 1.4.5 设 条 件 《H,) 成 立 ， 考 (9 , 0) 是 (4.9) 的 中 心 ， 则 
(0, 0) 或 是 (4.10) 的 中 心 或 是 (4.10) 的 焦点 或 是 中 心 焦 点 。 藻 
《4.10) 右 端 解 析 时 , 则 不 出 现 中 心 焦点 ， 

注 设 条 件 (H.)》 成 立 ，(4.10) 的 轨 线 关于 = 轴 ( 或 》 轴 ) 对 


ee 3 


称 , 着 (0, 07) 基 44.9) 的 中 心 , 则 (0,，07) 也 是 44.107 的 中 心 。 


t2 二 阶 保守 系统 及 其 相 图 分 析 


由 方程 式 
二 = 人 0 (5.1) 
所 描述 的 了 系统 是 保守 系统 ,我们 也 称 (5.1) 为 保守 系统 , 其 中 1 是 
单位 质量 所 受 的 力 , 与 :1，z 无 关 。 设 je CCR')。 与 (5.1) 等 价 
的 方程 组 是 


二 一 》 (5.2) 
= —f(x) 
《3.2) 两 式 相 除 得 
dy i) (5.3Y 
dx 多 


它 表 示 相 平 面 上 的 一 个 方向 场 , 也 是 相 轨 线 的 敏 分 方程 式 ， 
将 (5.3) 分 离 变 量 并 积分 一 次 得 


过 十 witx)o= EF C5.4) 


其 中 工 一 之 是 系统 的 动能 ,w(x) 一 | 1(s)ax 是 系统 的 势能 ，B 


为 积分 常数 ,由 初始 条 性 确定 ,故此 式 表 示 系 统 的 机 械 能 守恒 ， 
给 定 E，(5.4) 就 是 (5.2) 的 一 条 煌 轨 线 。 下 面 我 们 讨论 相 轨 
线 的 性 质 . 


1.5.1 相 轨 线 的 著 沉 性 质 


1” 系统 的 平衡 点 《 奇 点 ) 均 在 x 轴 上 , 即 满 足 
f(x) = 0, yt 
的 点 《x, 0) 为 系统 的 平衡 点 .。 
2° 每 条 相 轨 线 关 于 Ox 轴 对 称 。 因 为 若 《* y) 满足 (5.4) 
网 《x。 一 y) 也 满足 (5.4)， 


= 可 汪 


3? 在 相 轨 线 与 * 轴 相交 的 常 点 处 ， 相 雪线 的 切线 垂直 于 x 
轴 ， 因 为 在 这 些 点 处 六 一 oo。 


4 在 相 罗 线 与 通过 奇 点 且 平 行 于 Oy 轴 的 直线 的 交点 处 , 相 
轨 线 的 切线 与 Ox 轴 平 行 . 多 为 在 这 些 点 上 < 一 0. 


5 当 # 增加 时 ,在 上 半 平 面 上 ， 相 点 沿 相 轨 线 自 让 向 右 运动 
As > 0)， 在 下 半 平 面 则 相反 位 二 人 0). 


15.2 平衡 点 邻 域 的 查 图 


为 了 进一步 讨论 (5.2) 的 相 图 , 先 讨论 它 的 平衡 点 .不妨 设 (0， 
0) 是 (5.2) 的 简单 平衡 点 , 即 设 世 0) 一 0。fC0) 闪 0 车 fC0) 一 
0, 则 (0, 0) 是 贰 点 , 若 PK0) > 0， 则 0, 0) 是 中 心 《 由 于 轨 线 关 
于 * 轴 对 称 ,因而 (0，0) 不 可 能 是 焦点 )。 这 就 是 说 ,着 令 *(*) 一 
人 rpar, 出 当 = 一 0 是 “一 "Ce) 的 极 大 点 时 ,C0,0) 是 通 点 , 当 
z 一 0 是 w 一 w(x) 的 航 小 点 时 (40, 0) 是 中 心 。 相 应 的 轨 线 方程 
是 (5.4)。 最 简单 的 情形 是 w(x) 一 ke*， 即 轨 线 方程 是 


#1 十 羡 r=E 
它 或 是 一 族 双 曲线 ,或 是 一 族 椭 园 . 


引 理 15.1 设 在 x 二 0 邻 域内 FE C1(0) 一 9， 了 (0) 所 
0， 册 存在 变换 


E— XEtX), NH™—y 
使 得 轨 线 方程 (5.4) 变 成 
| 2 
A 十 2 a E 
其 中 g(x) 在 x 二 0 邻 域 属于 C?, 二 sgn 了 (0) 
证 明 


二 池子 到 


u(x) 一 | LCix)dt = x f fir)adts — 1) 


o dt 
一 -| 《1 一 OF Gx) = rp) 


其 中 
Ke 一 | (1 — NF Cx) a 


pC0) 一 部 fC0) 0 


仿 gC 一 We 由 ge 在 * 一 0 邻 域 属于 C'， 同时 
HON) mw AE CN) * SENPENY — Rr) 

证 毕 ， 

定义 1.5.2 设 U,TV 分 别 是 Re 与 R” 中 的 一 个 区 域 ,一 一 
观 射 UU 一 VV 福 足 f 和 ff!:V 一 UV 都 是 可 微 的 , 则 称 ff 基 一 个 
微分 同 有 是 。 

引 理 1.5.1 指出 ,在 微分 同上 胚 变换 下 ,5.2 简单 平衡 点 分 域内 
的 轴线 或 变 成 一 族 双 曲线 (是 蒂 点 时 ) 或 变 成 一 族 柄 加 《是 中 心 
和 时)》。 


1.5.3 璇 个 租 平面 上 的 轨 线 


对 于 保守 系统 (5.2) , 我 们 还 可 以 道 过 系 绕 的 势能 通 数 来 分 析 
全 平面 的 相 图 . 
方程 .2) 的 第 一 积分 是 
z= 2[E — wtx)] 
其 中 EE 为 任意 常数 ， 
现 给 定 百 ， 设 名 过 x+ 二 5 时 w(x) 到 百 ,G 可 以 为 一 00， 上 5 
可 以 为 十 9。 给 定 初 值 (xo yo) Ko€ 《cy 5), 


. Yo ™™ V2[E 一 u(xo)] 
则 初 值 问题 


= 3 。 


CD 一 。 


zf) 一 Yoy Ct) 一 和 (5.5) 
的 和解 x 二 ney [EH 
和 dE 
站 7 《5.07 
| Vr i 


由 45. 的 确定 的 解 的 性 质 可 用 下 述 方 法 有 来 计划 ， 

尘 碟 点 集 1zlafkx) < 生 丰 ， 它 或 是 空 集 ( 不 考虑 这 种 情 形 ) 或 
是 整个 xz 轴 ,或 是 不 客 于 可 烙 个 两 两 无 公 忒 广 点 的 六 区 间 的 并 集 ， 
其 中 可 以 有 一 -个 或 两 个 是 但 向 元 案 的 : 

[zlafe SEE}= lL, 
其 由 每 个 所 丰 浪 区 阅 ， 站 是 上 的 内 部 ,它们 满足 ; 

1 当 x€e HH, wtx) < E, 

2 在 1 的 端点 处 w(x) 一 上 E， 

3°5 当 7 丰 7 了 HD 三 有 不 相 沈 ， 

在 rx 平面 上 画 出 # 一 w(x) 的 图 形 , 计 作 直 线 # 盖 E, 
被 能 量 曲线 xz 一 w(x) 分 成 许多 线段 【车 不 相交 则 指 整 条 上 线 ). 
我 们 考察 其 中 的 一 些 线 盘 : 它 有 如 下 性 质 : 

1° 除了 线段 的 端点 ， 它 严格 地 位 于 * 一 w(x) 的 图 形 的 上 
1 。 

22 每 个 线 息 的 有 限 端 点 必 在 # 一 w(x》 的 图 形 上 。 这 些 线 
段 的 集合 记 为 5. 

集合 5 与 {11 可 建立 如 下 对 应 ;Ss 中 的 每 个 线段 在 x* 轴 上 
的 投影 必 是 某 企 区 间 I;， 及 之 亦 然 , 见 图 1-5.1. 

现在 考察 每 个 区 亲 1;， 简 记 为 J, 1 一 (a, 的。 当 x€ {oe，, 
A 时 wlx) 所 E,。 当 4 为 有 限时 wla) = 二， 当 上 为 有 限时 
uby) 二 E， 不 同 的 区 问 了 对 应 不 同类 型 的 解 。E 是 不 是 ulx) 的 
临界 值 ,对 解 的 类 型 有 很 天 影响 . 

定义 15.3 洁 存 在 * 使 得 ze] 王 吾 ui 一 0 称 五 汐 
x# 的 临界 信 ,x* 为 临界 所。 


1-5.1 


(一 ) 上 不 是 临界 值 的 情形 . 
1， gg, 睫 为 有 限 信 ,wa 一 w= 二 EE. wa) 夺 0, wtb) 导 


0, 
这 时 , 当 a 之 * 之 5 有 时 w(x) 二 E. 今 
让 二 上 十 | 4 《5.7 
“2[E — wn(E)] 
后 de 
nt | 一 -一 -~ (5.83 


‘oo V2EE — wCEY] 
网 它们 均 妆 证。 于 是 由 (5.6) 确 定 了 解 
Y 一 PON ES) pli) 一 a PH) = 6. 


令 二 一 5 一 4 则 


工 _ | ds . 
2 ls V2IE 一 x(5)] 
因为 PC) 一 pn) 一 0， 故 可 作 延 拓 
pf) 
PI 一 | 


Pl2n 一 六 (as<:<e+ 荆 一 a+z| 


它 是 (5.1) 的 解 ,请 足 

By = BT TY) 

BD) = B+ TT)=0 
下 此 可 迁 折 成 以 工 为 局 期 的 周期 解 。 对 应 的 相 轨 线 (5.4) 是 闭 轨 ， 
如 图 1-5.2 所 示 。 


第 了 外 = 


2. 2 为 有 有 有限 ,#8 一 十 co, wlo) 二 EE， # (Co) =e 0 
这 有 里, 当 a 过 x+ 之 十 oo0 肝 s(x) 二 E, 仍 由 (5.7D 定 你 司 ， (5.8) 
定义 s， 其 中 5 二 十 eo。 若 
和 | dE 


一 


-AM 2TIE — w(#)] 
为 十 ww， 风 由 (5. 介 兢 定 的 解 的 定义 域 是 [#， 十 o0)， 若 到 政策 
则 定义 域 是 [4, ), 这 两 种 情形 都 有 
Fe) 一 6 PA)= 0 
im p= 0 


Lo) 


作 延 拓 


/POD | 
P09 一 {oe -0 【《25 一 绕 雪 让 妇 有 ) 


图 1-5,2 羡 1-5.3 
其 中 站 一 或 十 ， 则 BG) 是 (5.1) 的 解 ,对 应 的 相 轩 线 如 图 
1-5.3 所 示 ;, 洛 = 二 正 向 伸 同 无 穷 ， 

3. 一 一 o0， 玉 为 有 限 ，HfE 一 EE, ww(b) 志 0 

这 里 , 当 一 co<x<p 时 (Cx) 所 五 。 同 前 面 关 似 , 我 们 可 得 
(5.1 满足 初 条 件 和 (一 zw) 一 各 的 解 Bo， 其 定妆 越 
是 【一 oo : 2) 或 (as 24 一 机 )， 对 应 的 相 轨 线 类 似 于 图 1-5.3 所 
示 : 但 它 沿 * 十 负 向 伸 向 元 穷 . 


- 37 。 


悦 向 


口 时 
J 
也 x 
区 1-5.4 
4. 4 二 -一 006， 上 二 十 %% 


这 里 ， 当 一 0 之 之 十 00 时 w(x) 二 E。 我 们 可 得 (5.2) 
的 相 轨 线 如 图 1-5.4 所 示 , 语 * 轩 正 负 疝 均 伟 向 无 穷 ， 

《二 ) 避 蚌 临界 值 的 情形 . 

1. ga, 台 均 为 有 限 ， na) 一 wn(5) 一 也 WCa) 一 个 人) 0, 

这 时 


史 dE 
00 

| V21E 一 xs)] 

| a 0 

|. V2[LE — a(§))] 


于 是 由 (5.6) 确 定 了 解 pC。 定义 域 为 (一品 ,十 00); 并且 
lim PE 一 他。 im Ki 一 上 
lim PC) 一 中 

因此 , (5.2》 有 相思 线 如 图 1-5.5 所 示 . 

2. gg, 上 均 油 有 限 ， wo) 一 wb) 一 ,ww(e) 于 0, w(b) a 
0 或 wa) 0, ww(b) = 0. 

它们 的 相 转 线 分 别 见 图 1-5.6 与 图 1-5.7。 

3. 9 吉之 一 为 临 罩 点 , 另 一 为 无 穷 。 

这 一 情形 留 给 读者 自己 订 论 。 


= 39 。 


可 1-5.6 图 ij-5.7 


1.6 平面 自治 系统 的 周期 解 与 极限 集 


1.6.1 概述 


对 于 二 维 非 线 性 自治 系统 
i fr EE CR C6.1Y 
从 它 的 平衡 点 的 性 质 只 能 知道 平衡 点 附近 解 的 定性 情况 ， 在 许多 
问题 中 ,考察 全 平面 上 解 的 情况 比 考察 解 的 局 部 性 质 更 为 重要 ,但 
也 更 困难 。 在 研究 (6.1) 解 的 全 局 结构 时 , 有 两 个 问题 特别 重要 ; 
1? 《6.1) 任 一 解 或 某 个 解 当 :一 十 oo 时 是 否 趋 向 于 某 个 平衡 
点 . 
2" 《6.1) 是 否 存 芷 闭 煞 . 
二 维 常 系数 系统 具有 闲 轨 当 且 仅 当 它 的 特征 方程 有 纯 虚 根 ， 
并 且 在 这 种 情况 下 每 一 轨 线 都 是 闭 轨 . 然 而 对 于 非 线 性 系统 《6.1》 
有 与 此 夫 然 不 同 的 情况 . 
例 1 考察 非 线性 系统 
fF 一 一 ?十 zx[ti 一 【好 十 yl 
少 一 攻 十 了 [1 — (x + y¥)] 
在 极 坐 标 系 下 (6.2) 化 为 


(6.2) 


和 和 名 下 


1 dr dg 
pr rl CO— ry), wl 
由 下 和 解 得 
r= [1 + ce *r-i] 一 
和 一 上 一 出 
By 
x 一 T1 ee mcostt -~ 1) 
y= [lt ec isn( 一 二 
《65.2 有 唯一 闭 轨 即 单位 加 1: 一 1. 车 >>0， 解 在 单位 加 


内 , 当 上 一 十 co 时 绕 向 单位 贺 。 若 一 ! 二 ce 三 0， 解 在 单位 田 
外 :, 当 = 一 十 oo 时 世 绕 向 单位 贺 ， 因 此 ,6.2) 除 哗 一 闭 加 = 二 1 
外 ， 其 它 轨 线 当 + 一 十 % 时 或 从 加 内 或 从 山 外 绕 问 单位 区 《图 


Ed 


1-6.1). 


定 头 L6.1 设 工 是 46.1) 的 闭 轨 。 

1? 若 存 在 T 的 充分 小 爸 域 , 共 中 无 
其 它 闭 般 , 则 称 了 为 孤立 堵 轨 ,又 称 为 级 
限 环 ， 

2” 车 存 在 包含 极限 环 工 的 环形 名 

图 11 域 了 Z， 使 得 从 忆 内 出 发 的 轨 线 当 上 一 十 

时 都 新 近 地 接 近 T, 则 称 极限 环 为 稳定 的 :否则 称 为 不 稳定 的 . 

3°? 车 极限 环 在 它 的 邻 域 内 半 一 侧 出 发 的 轨 线 当 上 ~> 十 co 时 
都 激 近 接近 TT， 而 另 一 全 出 发 的 轨 线 都 离 升 它 ， 则 称 了 为 半 稳 定 
的 极限 环 . 

上 上述 稳定 性 是 轨道 稳定 性 , 它 有 以 下 精确 合意 ， 

对 定义 域内 和 尾音 包含 T 的 开 集 品 ， 存 在 一 开 集 V, TCVC 
二， 使 得 对 任意 xsEY 及 > 0,，(6.1) 的 解 pQi; #7C5, 称 T 
是 稳定 的 。 荐 同时 又 有 xEV 时 

lm plY, pus x)) 一 0， 


岗 称 了 是 渐 近 稳定 的 ,其 中 p(T 了 ,pti; x)) 是 轨 线 了 与 后 多 (toz 


和 二 自持 


的 上 距离 . 

注 以 后 我 们 总 用 et*，*》 表 示 点 与 点 ; 点 与 集合 或 集合 与 
集合 的 距离 ， 

航 限 环 的 稳定 性 是 指 轨 道 的 渐 近 稳定 性 ， 

由 刘 可 见 , 上 述 提 到 的 两 个 间 题 都 是 轨 线 的 极限 状态 问题 . 因 
此 本 布 的 中 心 问题 是 讨论 平面 自治 系统 轨 线 的 极限 状态 ， 


1.6.2 判别 闭 轨 不 存在 的 准则 
先 讨 论 平面 系统 
Pr) Oy) (Or EOCRD) (6.3) 
在 什么 条 件 下 一 定 无 闭 轨 . 
我 们 假定 : 2 是 单 连通 的 , P,， E 0 


定理 1.6.2(Bendixson 法 刚 ?) 设 在 避 上 5 一 一 + 一 一 全 不 变 号 ， 


和 且 在 名 了 二 中 丰 全 天 CS) 在 2 内 天 司机 
证 明 若 在 0Q 内 有 闭 轨 TT， 册 格林 公式 得 


| (se + 3) dxdy 一 | Pdy — Qadx (6.4) 


DD 为 所 围 的 区 域 ， DCA， 由 假设 知 :46.4] 左 端 不 为 零 ， 但 党 闭 
轨 工 有 Pay 三 Qdx，、 改 右 端 为 零 ， 得 忒 盾 。 因此 在 如 内 无 闭 罗 ， 
证 毕 ， 

定理 4.6.3 (Dulac 法 出 ) 车 存在 恒 正 通 数 Blx, y) € 


C1(99, 使 得 人 + 在 2 上 不 变 号 且 在 人 内 所 有 于 域 


上 不 恒 为 沐 ; 则 (6.3) 在 台 内 无 了 闭 轨 . 
证 明 ”只 须 注意 
z=Ph, y= 08B 
与 66.3) 育 相同 的 相 轨 线 ， 
例 2 设 fx) EC!， 常数 es 拓 0， 则 
十 CE 二 Fx) 一 0 


曙 二 让 让 


无 非 平 凡 周 期 解 . 《证 明 留 作 练习 。) 
例 3 设 8 一 aoca 一 cei D0,anbi(on 一 ai) anbaan— 
an) se 0， 则 
人 ~ [Lanx ot auy +t bl] Ptx, 7) 
?= [our i any + bly = QCx, y) 
在 第 一 象限 无 闭 胃 ， 
证 明 
取 B(x, 3) 一 zy， 可 算得 
BCPB) , 0(08) 
Or Dy 
一 Xe yp TI [eeb 十 Bay + a 
+ Caan 十 Pan 42)y + abi 十 Pb] 


他 
他 pt d= 人 0 
ono dn 二 dn 一 0 
解 得 
0 = 到 Gate 一 On) 
在 一 四 Ga 一 gz 
于 是 
ob 十 pb, 一 方 [enb Co — on) 
十 anbilay 一 on)] A 0 
因此 证 得 结论 . 


定理 1.6.4 设 上 0 是 单 连通 区 域 , P，8&€ CC(0), 在 内 
《6.3) 无 平衡 点 , 则 (C6.3) 在 负 内 无 闭 轨 ， 

证 明 设 品 内 《6.3 有 闭 轨 了 ， 因 为 用 新 上 任 一 反 处 加 县 〈P， 
全) 都 与 闭 轨 的 切线 同方 向 : 故 点 对 沿 工 逆 时 针 方 向 运动 一 周 回 到 
原 处 ， 点 对 的 向 量 《P, 8) 转 过 一 胶 ( 图 1-6.2)。 这 个 图 数 双 可 用 


了 填 辣 至 


积分 表 为 


1 一 全 | darctg O37) 一 PdQ — QadP 
2x Pixr, y) 记 r P+ 0 


因 汶 2 内 无 平衡 点 ;所 以 P 二 13 
0， 右 端 积分 为 零 , 得 矛 丑 ， 久 此 9 内 N 
无 闭 魏 。 证 毕 . rc 

1.6.3 朴 眼 集 的 一 般 性 质 

现在 研究 平面 系统 《6.1) 的 锁 线 
的 极限 点 的 集合 ， 设 f(x) € C9)， 
6.1) 的 多 四 人， xo)(PCt0，x4) 二 x0) 
定义 在 {0。 十 00) 或 (一 0o0, 01] 上 . 

定义 1.65 车 存在 序列 i 一 十 oo( 一 00), 侧 得 ptr, x0) 一 
，。 则 称 主 海 p(t, x0) 的 上 和 极限 点 《we 极限 点 )， 称 pti, to) 的 所 
有 极限 点 《ce 极限 点 ) 的 集合 为 ppm) 的 2 极限 集 La 极限 集 2” 
记 鸭 上 ,Cxo) (LCx0)), 

定理 1.6.6 在 有 界 注 区 束 内 的 正 半 和 轨 《 负 半 轨 ) 的 wta) 极 
限 集 是 非 空 的 紧 不 变 集 而 且 是 (区 域 ) 连 通 的 ， 

证 明 ”对 正 半 轨 给 出 证 阴 。 设 p(t:，p》 时 于 站 中 茶 个 有 界 
闭 区 域 C@G， 其 中 + 之 0 了， 显然 Lotp) 是 非 空 的 ， 工 已 了 二 尼 。 

(1) 工 ,(p》 是 紧 的 ， 设 x 是 Latp) 的 极限 点 ， 于 大 当 x。E€ 


Llp), [ws —— | < 二 . Mi 3z。 > 二 使 得 | 一 pt1ss P| 二 


Ea 1 -2 


工 ， 因 此 1z 一 wpCts P)| 天 二， 部 ze Llp)，Lolp) 是 闭 的 。 


它 显然 又 是 有 界 的 ,因而 是 紧 集 . 

(2) Lulp) 是 不 变 案 ， 设 xE 上 olp) 则 存在 pp 一 十 ceo， 
Him Plts, 站 一 YEGC2。 于 是 存在 解 p(t, x)， 设 最 大 存在 区 
间 是 〈ae。 8), 于 是 对 WW (a, 5)， 

Pls Piss p27) 一 Per 十 fm? ry 
-> p(t, rE L(tpiln + +00) 


四 二 号 本 


本 为 工 史 PC 所 以 pez, XE G, 于 是 中 一 一 0 一 +o0，, 
对 WiE (一 00, 十 0)，p(lt, xX)E Llp),， 肥 Ls(p) 是 不 变 棠 . 
《3) Ltp》 填 连通 的 。 车 它 不 连通 ， 油 存在 心 ,, 9, 是 闭 集 ， 


L(tp) 一 0.Ug,, PC 二 ) 一 一 Po -> 0., 分 别 作 0 , 如: 的 信 令 
域 外,， 开 3;， 天 门下 一 下， 因为 8..8; 的 点 是 gtzy P) 的 上 极 
限 点 ,所 以 3 一 十 oo, 和 一 二 20， 使 得 p(t P)E Ki pisy 
p)E 大), 可 选择 1 , 1 议 足 ， ja Ea (Cw 一 1 ， 2 )。 
因为 plptt， p)， 如,) 是 :的 连续 函数 , 间 时 又 有 


piptrs 9 py, 2 一 人 


pp Pp), 2) > 二 po 
所 区 3 上 之 fr 之 到。 使 得 


pliplin > p), 2.) 于 Po 


点 列 ps 一 pn PP) 存在 牧 伍 子 列 , 不 妨 仍 记 为 ps。 十 是 


,lim pi py 一 put Lutlp) 


plpo, 局 中 一 机 


Xx pt pos 0,) > 了 ， 即 Puen , Pee , 与 Llp) 一 站 On。 矛 秆 ， 


因此 Latp) 连通 。 证 毕 ， 
定理 46.7 工 。(zo)《〔《Ls(xz))》 只 有 唯一 的 一 个 点 # 的 充 要 条 
件 是 : 
lim yl, x0) 一 xClim op 人 foxo) 一 元 ) 
证 明 ”充分 性 显然 ,只 须 迹 必要 性， 
设 Lulzxo) 一 {}。 若 结论 不 对 , 则 36, > 了 0, 一 oo 使 得 
pl; x0) 一 天 | 宇 sg。 但 于 是 中 极限 点 ,所 以 3f 之 tm， 使 得 


举 本 本 二 


j qss, xo 一 区 | < Eo. 
由 于 9 人 sxo) 一 | 对 :连续 ,该 习 要 页 < 委 二 所 才 使 得 | 人 
No) 一 | 一 6， 因为 toy Xo》 有田 , 必 习 政 化 子 列 ;不妨 设 
Piss Xe) 一 > 
于 是 | 一 | 一， x 上 olxo) 与 Lalx0) 一 {%} 东 厦 ， 光 此 
lim p(t, to) = x, 


如 果 (6.1} 是 # 维 自治 系统 ,定理 1.6.6, 定 至 1.6.7? 仍 然 是 对 的 ， 


1.6.4 无 切线 段 及 其 性 虎 


为 了 研究 半 政 自治 系统 的 极限 党 的 特殊 性 质 ， 我 们 引进 无 切 
章 段 并 研究 它 的 性 质 . 

定义 1 6.8 5 是 包 售 点 = 的 闭 线 器 ，3 不 音 46.1) 的 平衡 点 ， 
在 5 上 的 每 一 点 处 ，(6.1) 的 轨 钱 不 与 之 相 切 ， 称 此 线段 为 了 或 
《6.1) 《在 点 *) 的 无 切线 段 . 

由 于 f 是 连续 的 ， 对 于 所 有 常 点 # 和 所 有 不 平行 于 1(#) 的 
方向 g， 存 在 通过 所 以 ?为 方向 前 无 切线 段 5: (6.1) 与 5 相交 
的 畏 线 都 在 增加 时 按 商 一 方向 由 3 之 一 侧 穿 到 男 一 出. 

下 面 进 一 步 研 究 轨 线 与 无 蕊 线 必 相交 时 的 一 些 性 质 ， 

引 理 1.6.9 设 S 是 了 在 点 3 的 无 切线 破 ; 则 Ye 0， 存 在 
zz 的 8 邻 域 Us(x) 及 Ualx#) 上 的 CC 黄 数 T(x)。 满足 

TE)Y = 0, jz] <e HE wTlx), x 3. 

证 明 设 5 的 方程 是 9. (x 一 2?) 一 ,4 是 5 的 法 向 量 . 令 

出 GX, = 0 (pt, x) — 3) 


G(X, 0) = 0， Po FE) x 0 


《 因 5 是 无 切线 段 )。 在 C(x， 人 0) 邻 域 CE CC ， 由 隐 溺 数 定理 知 ， 
3T (Cx) € CHUeE)), TCO) = 0, Glx, TC2)) = 0,Bh p(T OY), 
*)E 3， 再 由 连续 性 ,只 要 8 充分 小 ; 当 xE pet 时 ii] 运 
s。 证 毕 。 


和 玫 呈 旺 


定义 16.10 设 > 一 9frys)， 若 如 单调 , 则 称 {xa} 在 解 

曲线 pls 上》 上 单调 ， 设 {x。} 在 直线 段 T 上 ,直线 方程 是 
Xo) 
车 1。 单调 , 则 称 {x。} 沿线 女工 单调 . 

引 理 16.t1 设 $ 是 的 无 切线 段 . 则 胃 线 CC 的 有 弛 弧 段 内 
能 与 5 交 于 有 限 个 点 ， 若 轨 线 C 与 3 的 交点 x ，mw， 加,-… 客 思 . 
线 单 调 , 则 在 3 上 也 单调 ， 

证 明 ” 先 证 前 半 部 分 . 设 罗 线 C 和 的 在 限 强 段 A:x 一 pt)(r 亏 
1 寺 P)， 阁 4 与 $ 交 于 无 穷 多 个 点 ps 二 gp{ts) (0 所 1 革 记 )、 
tn 中 存在 收 仇 子 列 ,不 妨 设 和 一 下 E [a 六 ]，?; 半球 。 于 是 

Pt) > pO) — prE Sp*E A, 
同时 


， 一 p(s ， 

0 
= Hp)) — Hp*) 

而 右 端 与 5 平行 , 故 f(g*) 与 3 平行 ,与 S 基 无 切线 段 矛盾 . 

为 证 后 半 部 分 ,只 须 考 虞 zi 加， 和 三 点 就 行 了 . 记 之 为 简 
单 朵 曲线 ; 一 SuUCn.。 其 中 5 是 无 切 钱 让 3 在 x，xi 之 
闻 的 部 分 ，Ca 是 轨 线 C 在 *，x; 之 间 的 部 分 ,> 把 平面 分 成 
两 部 分 , 它 围 成 的 有 和 界 闭 区 域 记 为 D， 它 只 有 两 种 情形 ， 或 在 x 
处 轨 线 离开 D 或 在 加 处 进 和 人 喇 , 如 图 1-6.3 所 示 。 现 设 饥 线 在 
3 


LT Xl 


图 1-6.3 


*1 处 离开 五 《相反 的 情形 可 类 亿 讨 论 ).。 因 轩 线 经 过 无 切线 段 时 
都 由 同一 侧 向 着 另 一 如， 于 是 轨 线 不 可 能 经 Ss 进入 DBD, 而 C1 


时 上 生生 归 


是 轨 线 , 轨 线 不 能 相交 :所 以 轴线 不 能 经 Ci; 进入 DD， 因 此 ， 对 一 
二 了 0，pp 人 DTE RAD, 而 二 a; >0 碗 *,E 
RAD, S$\ 5 由 两 个 线 锋 Ii, 组 成 ， 它们 分 别 以 光 55 2 为 病 
点 。 固守 DD 外 ,而 玉 在 吕 内 : 志 以 x3€ 证 毕 . 

下 面 考察 极 艰 轨 线 与 无 切线 毁 相 朗 时 的 性 质 。 

引 理 1.6.12 设 yt ox)YULtx)， 则 过 了 的 雪线 与 任意 无 
韦 线 段 最 岁 交 于 一 点 ， . 

证 表 不妨 设 yE Lolx)。 记 5 为 无 切 强 段 ， 设 ,YE 呈 (I, 
4 人 令 Uj 是 yy 的 售 域 ， 如 引 理 1.6.9 所 
指出 的 ， 其 中 取 8 一 1， 可取 UV, 与 态 不 相交， 再 令 线 民 jx 一 
1 站 3 则 与 J 也 不 交 ， 

因为 上 ,x) 是 不 变 集 ,所 以 wpG 7)E Lotx)， 特 别 有 入， 入 
和 Ltr) ,3tyy fa — 十 00。 使 得 

lm pttss *) Oy 

lm (rr yx 一 为 
和 到 过 x 的 轴线 无 穷 多 次 进入 Ui 二 1,2),， 岂 3 引 理 1.6.9， 畦 线 
上 有 无 穷 多 个 点 在 J 中 ,我 们 可 取 

2 

于 是 存在 一 个 点 列 

ay By Gay Bas ** 
在 以 * 出 发 的 加 线 十 单 调 , 但 sz.€ 8,€ J， 因 J 五 不 这， 
这 个 点 列 在 3 上 不 单调 , 故 禹 矛 层 . 证 毕 . 


1.6.5 Poincaré-Bendixson 定 泽 


我 们 的 最 终 导 的 要 指出 级 限 轨 线 与 平衡 点 和 闭 辑 风 关 系 ， 

引 理 1.6.13 证 ,Cx)CLelx)) 有 界 。 不 包含 平 窒 点 、 洁 
yE Lotr) CG EL trz)7， 则 过 ?的 轨 线 是 闭 轨 Y， 且 YE 工 , (x) 
(rE Lolr)), 

证 明 ” 沁 极限 集 的 性 质 可 得 L(y 是 工 ok 的 非 空 于 售 . 


要 4 9 


取 zE Luly)。 则 zz 不是 平衡 点 。 过 * 存在 无 切线 段 3 令 忆 是 
由 引 理 1.6.9 所 给 出 的 邻 域 ( 取 s 一 1),UNn 5 一 J, 因为 z€ 上 ,Ly)， 
所 以 习 下 全 十 ce。ffro， YE VU， 由 引 理 1.6.9 知 ， 可 找到 
a, PER, 0 PP, 使 得 pte, 9)， p(t8,y)€ J 由 引 理 1.6.12， 
Ke y) 一 p(B8,y》)， 因 为 ?不 是 平衡 点 ， 所 以 plt,yY》 是 非 平 
凡 周 期 解 , 其 贺 线 了 是 闭 轨 ， 显 然 YC 上 上 (0)， 

引 理 1.6.14 设 Y 汐 闭 轨 ,， 7 了 CLotx) 《7C 瑟 碾 s(s72。， 划 | 

Y= Latx) (7 — Latw)) 

证 明 设 YCL(x) 而 YY Lolx), 风 E77， xa€ Latx)\ 
7Y，xs 一 总 。， 若 不 然 ， 对 WEE YY， 存在 的 邹 域 UCE) 除 7? 外 不 
含 Loltx) 中 的 点 。 由 有 恨 收 盖 定 理 , 存 在 7 的 邻 域 ， 其 中 不 含 除 
7 外 Lu,《x) 中 的 点 ,这 与 L(x 是 连通 的 予 拓 了 . 

存在 过 与 的 无 切线 段 5, 由 引 理 1.6.9 知 ， 当 = 完 分 大 后， 
3r,， 使 pfs Xa) 一 x E35， 因为 xn€ Ls (x)， 所 以 xn 
Ls(x)。 由 引 理 1.6.12, 当 # 充分 大 高 ，xn 一 总 ， 下 此 得 

rs 一 Pr Ke) = ptrns E00) EY, 
与 xnEy 艺 慎 了 、， 这 就 证 明了 7 一 Lotx)}。 证 毕 ， 
引 理 1.6.15 设 Lx) 一 7(L(x) 一 7) 为 闭 轨 ; 则 
lm piplr, x*),7) 一 人 
(Clim ptlpti, x),7) = 0) 

证 明 取 x€7, 令 5 是 x 外 的 无 切线 段 。 由 3 引 理 1.6.9， 在 
在 z 的 各 域 Ustx), 当 xeéEUsls) 时 [TO | og, CT x) 
< ,又 由 于 # 是 极限 点 ,所 以 存在 一 串 计 之 区 


使 得 
Xn 一 中 (yt 


而 当 1€ Cs by 时 pn; xcS， 由 引 理 1.6.11，x 在 SS 上 单调 
有 界 ， 所 以 存在 极限 lim Pf, +) 二 36€ Lotx) 因为 工 ekx] 一 
r, 以 a2€ YN5, 三 一 上 *。， 即 


lim 站 ff #) 一 了 


四 上 寺 窟 四 


正 数 集合 {2,4; 一 1,} 是 月 上 界 的 。 因为 *Ey，32 > 0、 
vs) 一， 上 由 解 对 初 值 的 连续 性 , 当 = 充 分 大 后 ,ptyzw)E Us 
(2) : 于 是 3 十 fxc3 其 中 | 上 < 过 ae。 因 此 对 充分 大 的 aa 

i 
不 妨 认 为 上 式 对 一 切 # 成 立 ， 

由 解 对 初 悄 的 连续 依赖 性 , Ye > 0, 39> 0 当 | xz 一 ?| 过 

9。 有 当 0 过 1 达 4 十 9 村 ,有 

[p(t xs 一 外 (zs 2)| 8 《6.57 
对 此 六 >>0， 习 tp 当 # 宇 rw 时 jx 一 3s| 三 4， 所 以 当 # 实 加 > 
0 (66.5 成立 ， 

令 了 一 to 对 一 切 1 之 了 了, 必 有 ?EE [和 Ha 之)， 此 

时 
plplis x 了 
< rl, x) — p(t 1 #7| 
= | 0) — pe Fs | 
其 中 0 用 7 一 和 直 并 一 二 之 4 十 8, 宇和， 国 此 当 1 宇 T 肝 
PPliy x), TY < 
证 毕 ， 

由 前 面 三 个 引 理 立 即 可 得 

定理 1.6.36 (Poincart-Bendixson》 设 正 半 轩 《和 负 半 各 T; 
kr xz) 有 有 界 ， 上 wtx) (Letx)) 不 全 平衡 点 ， 则 或 者 TT 本身 是 闭 
轨 , 或 者 上 Lotx) (Lotx)) 是 一 个 闭 轨 YY， 当 ?一 士 oo (Cf 一 一 00》 
时 工 趋 于 7。 


1.6.6 Poincaré-Bendixson 定理 的 应 用 


《一 上) 有 界 半 轨 极限 集 的 结构 . 

由 P-B 定理 (定理 1.6.16) 知 ,在 有 界 区 域内 , 所 有 轨 线 的 极 
限 集 或 是 泌 轨 或 包含 平衡 点 。 含 平衡 点 时 由 不 可 能 再 含 闭 轨 ， 因 
为 闭 轨 与 其 它 畦 线 不 连通 ， 这 就 是 说 ， 若 极限 个 含 平 奖 点 又 合 极 
限 轨 线 , 则 极限 摇 线 一 定 是 非 闭 争 ， 进 一 步 可 证 ; 


曙 并 台 昌 | 


引 理 1.6.17 设 非 闭 级 CLstwx)， 划 工 的 极限 集 只 信和 平衡 

证 明 设 加 是 TT 的 极限 点 ， 若 xo 不 是 平衡 点 : 则 令 S 是 因 
处 的 无 切线 眉 ， 由 极限 点 的 定义 及 引 理 1.6.9 知 ;, 工 与 3S 交 于 一 串 
点 ,因为 了 非 亲 ,所 以 这 些 点 是 不 同 的 ,与 引 理 1.6.12 矛盾 .证 毕 . 

此 引 理 圳 明 ， 有 界 极 限 洁 中 有 非 闲 轨 时 也 必 有 平衡 点 ， 这 些 
平衡 点 同时 是 这 些 极限 轨 钱 的 极限 点 ， 

总 结 上 述 讨 论 得 

定理 二 6.18( 有 界 羊 轨 极 限 集 的 结构 ) 有 界 区 域内 半 轨 线 的 
极限 集 只 可 能 是 以 下 三 类 型 之 一 : 《1 平衡 点 ，(2》 闭 轴线 ,(3) 
平衡 点 与 当 * 一 十 oo ,一 一 oo 时 趋 于 这 些 平衡 点 的 轨 线 . 

还 可 进一步 指出 ,类 卉 (3) 移 极限 集中 的 平衡 点 不 可 能 是 焦点 
或 结 点 。 因为 所 和 月 轨 线 只 要 进 人 这 种 平衡 点 的 充分 小 邻 域 之 因 ， 
它 就 趋 二 这 个 平衡 点 ,而 不 可 能 有 其 它 极限 点 了 :所 以 如 果 平 衡 点 
是 简单 平衡 点 , 它 必 是 鞍点 ,而 极限 集中 那些 非 玫 轨 线 是 鞍点 的 分 
界线 . 

《二 ) 极限 环 的 存在 性 与 稳定 性 . 

引 理 1.6.19 没 ? 是 闭 轨 ,点 xE7Y 使 7 一 Lo(w) (或 L093)). 
如 ?的 一 侧 ( 点 x 所 在 的 一 全 ) 附 近 的 轴线 当 一 十 避 (或 1- 
一 0) 时 都 艳 于 7， 

证 明 接 引 理 1.6.15 的 证 明 : 若 zsEY。5S 是 = 处 的 无 切线 
段 ， 则 取 3 上 点 x 与 *+ 之 间 的 一 段 与 轨 线 p(t， 7x) 在 vv 
与 x 之 间 的 一 避 ， 它 们 与 y -一 起 围 成 正 不 变 集 D。 内 非 平衡 
点 是 开 集 《时 平 衡 点 是 闲 驼 )， 故 取 = 充 分 天 ， 嘱 内 无 平衡 点 《 交 
1-6.5). 

从 口内 任 一 点 了 出 发 的 轴线 有 界 ，Loly) 不 合乎 稀 点 ， 由 
Poincar-Bendixson 定理 知 ，Lsly) 是 闭 鸭 ， 尖 为 站 和 Gy *#) 7) 
一 0, 所 以 口内 无 球 锦 ， 于 是 7 二 LAy), 证 毕 . 

1 理 1.6.19 中 和 介 闵 轴 7 了 是否 沟 极 限 环 人 4 狐 立 避 郝 ) 呢 ? 事实 上 
当 平 面 系统 布 馈 和 解 接 时 ， 丙 有 闭 训 或 为 极限 还 或 在 它 的 充分 小 邻 


0 * 


图 1-6.4 图 1 人 


域内 全 是 闭 胃 (不 证 明 )， 国 此 , 着 了 一 工 oa (或 了 efz))， 甩 
xEY， 由 IY 是 极限 了 水; 且 有 一 侧 是 稳定 的 (不 稳定 的 ). 

定理 1.6.20 (Poincaré-Bendixson 环 域 原理 】 设 (6.1) 的 石 灌 
是 解析 的 . 医 区 域 8 内 存在 由 两 条 简单 闭 曲 线 了,T， 围 成 的 环形 
中 区 域 G 满 中 ;TD 在 了 的 内 域 ,G 上 无 平衡 扎 *, 所 有 与 已 的 边界 
相交 的 轴线 都 在 :增加 时 从 G 的 外 部 进入 6G 的 内 部 ， 则 GG 内 至 少 
在 在 一 个 稳定 的 极限 环 , 它 包含 6 的 内 边界 五 于 其 内 域 . 

证 明 贸 给 读者 ， 

(三 》 苑 于 于 黎 后 的 瑶 线 . 

定理 1.6.21 设 只 是 有 界 正 不 变 闭 党 ， 只 和 包含 有 限 个 平衡 点 
《一 个 平衡 点 ): 儿 或 是 结 点 或 是 焦点 ,并 且 不 包 舍 闭 轨 , 则 对 Vx 
万 , 当 一 二 oo 讨 解 plt，x》 趋 于 某 平 衡 点 。《 都 趋 于 这 个 唯 
-一 的 平衡 点 .》 

证 明 ”由 定 亚 1.6.17， Lalx) 仅 让 平衡 点 构成 ， 因 L(x) 连 
通 , 帮 只 由 唯一 平 衔 点 构成 , 那么 当 了 一 十 oo 时 ，yp(z, x*) 趋 于 
这 个 平衡 点 ， 


47 生态 方程 


现在 我 们 米 讨 论 一 类 生态 方程 ， 
先 介绍 几 个 基本 概念 ， 
强生 率 5 死亡 率 ): 单位 时 间 内 每 N 个 成 员 中 出 生 ( 死 亡 ) 的 成 


= 1 = 


风 数 与 NN 之 比 ， 
增长 率 ， 单 位 时 间 内 每 入 个 成 员 中 增长 的 成 员 数 与 N 之 化 ， 
显然 ,增长 率 二 出 生 率 一 死亡 率 ， 
设 + 时 启 某 物种 的 成 员 数 为 3 二 3D ， 则 # 坟 到 1 十 Ar 的 平 


均 谱 长 率 为 -全 A . 车 把 成 员 数 连续 化 并 使 之 有 连续 的 导数 , 则 得 
， mA -一世 昌 
时 刻 的 增长 率 一 iim 2 个 一 站 的 
设 有 了 两 个 物种 ，* 时 刻 的 成 员 数 分 别 为 x( 站 。 光 入， 其 增长 
率 分 别 为 


MC, y), = N(x, y) 


改写 成 
t= zxM(x, 7), P=yNCr, y) (7.1) 
其 中 增长 率 M,N 是 定义 于 第 一 象限 局 的 C1 函数, 常 有 以 下 几 
种 情形 
]e OM 


SM 0, > 0 称 (7.1) 为 捕食 得 的 
y Dr 


< an < 0， 称 (7.0) 为 竞争 型 的 。 


22 . 
Bx 


3° E>, 2 > 0， 称 (7.1) 为 互助 型 的 


1.7.1 掺 食 方程 z 
员 数 为 xz。 设 + 的 基 低 食物 供给 量 为 m，? 的 增长 率 与 4 一 om 
越 正比 , 则 


六 
y 


= a(x — go) 


改写 成 


和 写 宙 和 


y= (Cx— Dy (CC>0,D> 人 0 (7,2) 

设 食 * 的 食物 供给 是 充分 的 ,有 一 个 稳定 的 出 生 率 , 它 单位 时 

他 的 至 亡 数 与 x 及 3 成 正 氏 即 Bxy。 这 基因 为 两 倍 胸 猜 将 吃 掉 
两 倍 的 鼠 ; 也 有 两 做 就 使 猿 有 两 倍 的 机 会 遇 到 气 ， 于 是 


EAB .4 By 
e 


= CA— By (A>0,B>0) (7.3 
联 立 (7.27 (7.3) 得 Volrerra-Lotka 的 捕食 方程 
f — (A -— By)x 


Scr Dy (4 BCD>0) C7.4) 
将 (7.4) 两 式 往 除 得 
dy (Cx 一 卫 )7 
dx CA-—: By)x 
分 离 变 量 后 求 出 解 ,得 
HC(r.y) = Cx— Dinrt By— Alny = (C7.5) 


易 证 Cx, y) 在 RS 内 有 唯一 的 极 值 是 = 一 ( 清 ， 所 ), 且 是 最 


小 值 点 。 因 而 对 一 切 和 > 如 (也 ， 翁 ) 的 任意 当 数 ， 由 (7.3) 确 定 


的 H(x,》》 的 等 高 线 是 闭 曲 线 ， 它 就 是 (7.4) 在 第 一 象限 的 相 轨 . 
线 (x, 3 轴 也 是 儿 图 1-7.1)， 

由 视图 可 抑 ， 老 开始 只 有 捕 者 
而 无 食 * 结 果 是 捕 者 死 尽 ;去 一 开始 
就 没有 捕 者 ,那么 食 会 无 限 增 长 ; 老 
开始 捕 者 成 员 数 为 4/8, 食 的 成 员 
数 汶 DC, 则 将 永远 维持 这 个 平衡 
态 ; 若 开始 两 物种 的 成 负数 《zxt0)， 
IC0)7 > 《0 0)， 但 不 是 《41B， 图 1-7.1 
Di1C)， 册 捕 者 与 食 的 成 员 数 将 循环 振东 ,没有 一 种 会 死 尽 ， 也 油 


3 


有 一 种 会 无 限 增长 。 
假设 某 物 种 成 员 数 世纪 有 一 个 极限 值 %”， 其 增长 率 与 (1 一 
3 成 正比 , 即 有 
二 sf OO— Eg 
右 端 的 非 线性 项 一 c 和 ， 空 反映 了 “社会 摩 疗 "如 物种 的 成 员 数 对 
如 果 考 起 社会 摩 六 ,要 增加 .于 线性 项 ,得 到 极限 增长 的 捕食 方 
程 
t= (A By — x) x | 
1 (Cs Dy)y (CA, B,C,D,1,p 和 皆 正 ) (7.6) 
此 时 R+ 被 铅 直 等 顿 线 
工 :好 一 有 一 Ah 一作 
与 水 平等 倾 线 
MOCx—D— uy=0 
分 成 几 块 ,每 块 内 (x ,3) 不 变 号 ， 网 分 两 种 情形 讨论 . 


I. 上 与 MM 在 RR 不 交 。 此 时 三 < 平衡 点 有 两 个 , 《0， 


中 是 赎 点 ;【 乞 。0) 是 稳定 结 点 ， 因 为 RS 内 无 平衡 点 ， 所 以 下 
内 无 闭 轨 。 相 图 如 图 1-7.2、 初 值 在 Ri 内 或 + 轴 上 ， 轨 线 都 趋 于 
(和 ,0), 初 入 在 > 轴 上 的 轨 线 趋 于 原点 ， 这 表明 ,不 论 开始 时 搞 
者 与 食 的 成 员 各 多 少将 以 铺 者 死亡 而 告终 。 若 开始 时 有 食 ， 则 食 
的 最 作成 员 将 稳定 于 全， 


2. 工 与 对 在 BR 内 相交 。 此 时 皂 > 羡 . 平衡 点 有 三 个 ; 


(0， 0) 与 (也 ， 0) 是 鞍点 ,> 一 全, 力 是 本 内 的 唯一 平衡 点 . 由 


§ 1.6.2 的 例 3 知 , 在 R* 内 无 闭 轨 ， 方 向 场 ( 即 每 一 点 相 轨 线 的 方 
向 ) 如 图 1-7.3 所 示 。 因此 从 Ri 内 任 一 点 出 发 的 解 都 赵 于 平衡 点 
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xen 


x。 六 融 是 谤 ， 风 轨 开 始 81 捕 玫 与 全 的 成 员 数 者 不 是 零 , 邢 么 它们 
的 成 册 数 将 最 终 稳定 于 一 个 常态 .图 共 岗 存在 下 去 . 
17.2 竞争 方程 


设 方程 (7.1) 存 及 ”上 注 中 如 下 条 忻 : 
ON 


a _ 站 生生 小 一 汉王 
Te OM < 0 , 一 《一 物种 二 多 ， 男 一 物种 丽 长 率 注 
Dy Ar 
12.) 


2 习 大 0 泊 0 WN < 0 {内 
总 -物种 很 多 时 , 则 两 个 物种 者 不 能 增 于 .) 
3” 习 部 数 2 守 0, 8>0, 当 x<aH Mtr, 0)>0,， 


| XD TD 


”1 


让 呈 世 让 


YY 时 了 fr 二 0 当下 时 0 和 人 0 道人 于 
NOD, 7y) 过 0， (一 物种 设 有 了 的 了 时候 ， 另 一 物种 有 正 的 增长 率 ， 当 
该 物种 超过 某 限 亚 了 时 ,增长 率 为 负 ,) 

4° Mtae 0) Se 0, NA(0,0) 0. 

由 假 访 知 ,; 当 0 所 x 之 a 上 时 Mry 0) Ta 二 9, 于 
是 存在 二 yC2)， 使 MCx,， yz = 0 四 Mr 7y) 对 ?的 单调 
人 性， 这 > 是 唯一 的 。 由 M(s, 90) 一 0， 得 yw) 一 0。 记 曲 线 
Mt) 二 0 为 gp。 它 有 以 下 性 质 
《图 1-7?.4): 

《1》 每 铅 直 线 x 二 7 但 志 1 近 9g) 与 上 梭 交 于 一 点 ; 当 1 之 
2 时 与 上 不 交 .。 

(2) DE y(t) RCFE [0, a]), yx) € CO, ol. 

3) 第 一 人 象限 中 ,在 直方 村 之 4, 症 F 上 方 M 过 0. 

(4) 7 ea 所 0， 因而 80) 这 0, Mov 0) > 0。 同 理 可 证 
存在 2 时 线 : * 一 x (0 寺 y 和 站 或 Nx, 一 以 0 二 YY 寺 
5)。 它 有 类 似 的 性 质 ( 图 1-7.5)， 

这 下 分 两 种 情 癌 进行 讨论 

(一 ) 设 上 站 与 » 不 相交 ， 

公有 平衡 点 0, 0); Ca ,0), C5, 0)， 因 而 在 R+ 无 闭 罗 ， 


图 1-7,3 


者 攻克 到 


落 f 在 v 的 上 边 , 则 C0, 0) 是 源 ，(0, 5) 是 鞍点 ，(e, 0) 是 
汇 .在 R4 曾 出 方向 场 ( 园 1-7.6).R3 内 一 切 轨 线 都 趋 于 (a , 0). 

若 # 在 > 的 下 边 , 则 (0, 0) 是 源 , (ae, 0) 是 鞍点 , (0, 5) 是 
久 ，R3 内 一 切 轨 线 趋 于 (0, 8) 《图 1-7.7). 

(二 ) 设 # 与 sz 炽 交 . 

又 设 它们 只 有 有 限 个 交点 ， 二 是 曲线 As 2 与 坐标 轴 将 到 分 

成 有 限 个 单 连通 区 域 ， 在 每 个 这 种 区 域内 部 # 不 变 号 , y 不 变 号 ， 
称 之 为 基本 区 域 ， 营 基本 区 域 中 .3 之 0, 称 之 为 第 一 类 基本 区 
域 ， 若 基本 区 域 中 #. 少 < 0， 称 之 为 第 二 类 基本 区 域 . 第 一 类 基 
本 区 域 为 负 不 变 柴 ， 第 二 类 基本 区 
域 为 正 不 变 僻 .首先 轨 线 是 不 能 从 gw, 电 
坐标 轴 上 某 点 进 人 或 离开 基本 区 域 
的 ， 只 能 从 5 或 上 茶点 离开 或 进 
人 这 个 区 域 。 例 如 某 基 本 区 域 @ 内 
条 必 0, 亲 0 由 于 中 在 外 的 上 
方 ,> 也 在 # 的 上 方 : 因 而 在 > 上 有 
M(xsy) 0 Nrs =0 从 °° (a0) 
> 上 出 发 的 罗 线 水 平 指向 左 方 。 又 图 1-7.? 
员 吕 在 > 的 志方 :所 迟 站 也 在 2 的 左 方 ; 因 和 璀 在 上 上 有 M(x,Y) 一 
0，KNKrz，y) 之 0、 从 关上 出 发 的 轨 线 必 垂 直 指 向 上 方 。 由 此 可 
见 轨 线 通过 此 区 域 的 边界 时 由 外 向 内 ， 所 以 口 是 正 不 变 染 (图 1- 
7.8). 

定理 1.7.1 方程 (7.1) 的 每 条 执 线 当 一 十 o 财 趋 于 有 限 
个 平衡 点 之 一 . 

证 明 (7.1) 从 Ri 内 某 点 出 发 的 轨 线 记 为 x* 一 xD，y 一 
?(0。 车 此 辆 线 当 :一 十 co 时 总 保持 在 某 基本 区 域 9 内 而 不 离 
开 , 由 于 x(e，?(e 的 单调 性 与 有 界 性 ， 当 1 一 十 co 时 【zf 
#(D) 必 趋 于 某 个 平衡 点 . 

若 此 轨 线 要 队 一 个 基本 区 域 进 入 另 一 基本 区 域 ， 风 后 者 必 呈 
正 不 变 集 , 于 是 当 ;一 十 oo 时 轨 线 总 保持 在 这 个 基本 区 域内 ;从 


s SF + 


00, b) 


而 所 线 赵 于 鞭 个 平衡 点 . 证 昔 ， 


1.7.3 ”一 个 互助 型 方程 
现 考 虑 最 简单 的 一 个 和 点 助 型 方程 
人 一 { 一 四 性 十 如 二 bx 
由 = (ax 一 Bm 十 ba)y 
拭 可 在 站 < 0 了 -一 ] ， 2 ， b,, 上 > 0, 


C7.7) 


我 们 彼 设 
I Ai Gaa| 
生 一 ' 人 
| da 一 它 23 
并 且 方 程 


了 一 af 十 Gy 证 FB == 人 0 
logx — ny -By == 0 
在 有 有 唯一 解 (x, 7) (如 (x, 办 > (0, 0))， 
定理 1,7.2 设 (xf ,YD) 是 (7.7) 的 解 ,， (xC0) ,7y0)) 
= xs yo) > CO, 0), Mm lim Cx:), 0) = (Ry), 


和 守护 让 


证 明 显然 当 六 0 时 《xfo，XD)E 下 3 ， 


令 
纪 一 Co 十 22) ln 克 十 Ca 十 站 ln y 
得 沿 (7.7)》 的 轨 线 有 
wo tmt yl 
td ~ di : 


当 x 十 ?了 >zo 直 加 时 ) 《7.37 
0 fyYD0 0OcxyrsSry rr 区 分 小 ) 
yD (rr 人 小】 

对 YYfxo，yo)y 之 8， 总 可 取 ? 充分 小 ， 愉 充分 大 ， 使 得 曲线 
一 民 与 直线 x 一 r+,，y 一 所 图 的 开 区 域 D 满足 ; (xosY0) EE 
DD, (zx, 7)ED, HB(7.8) 成 立 ， 于 是 解 (xC)，¥CDD) 的 存在 环 是 
[0, 十 co》 且 当 六 0 时 (x0) D7)€ DD， 妨 有 唯一 平衡 点 《3， 
切 。 又 白 $1.6.2 的 例 3 知 ,(7.7) 在 R 无 闭 轨 因此 ， 

lim C(x), yA) — (x, ¥) 


1.8 # 维 非 线性 系统 平衡 点 的 稳定 性 
1.8.1 稳定 性 概念 


我 们 曾 指 出 ,一 个 系统 的 最 重要 的 状态 之 一 是 它 的 平 德 态 , 然 
而 车 一 个 平衡 态 没有 持久 性 ， 它 就 没有 多 大 意义 ， 例 
如 , 单 摆 运 动 有 两 个 平 衔 态 , 即 单 把 处 于 最 低 点 或 最 高 人 
点 时 ,前 者 是 稳定 的 ， 后 者 是 不 稳定 的 (图 1-8.1). 在 
不 稳定 平衡 点 处 ,小 扰动 能 生 系 统 越 来 越 仿 离 这 个 后 ， 
对 于 稳定 平衡 点 则 祖 反 .下 面 给 出 称 定性 的 定 艾 


我 们 考虑 = 维 非 自治 系统 
t= fr, 1) (8.1) 
- 电 包 含 了 它 的 特殊 情形 即 * 维 息 治 系统 图 1-8.1 
2 = ftr) 《8.27 


称 xo 是 (8.1) 的 平 篇 点 ， 车 1 空 9 时 拓 m 站 三 98， 显然 只 须 考 


到 3 有 


麻吉 一 日 的 情形 ， 

以 下 埠 设 在 (x, EX [0 十 0) 或 在 Re X [0, +c0) 
上 fF 连续 ,对 * 属 于 CC x 一 8 是 (8.1) 的 平衡 上 总 (8.1》 满 是 初 
值 x*| := 二 xo 的 解 记 为 交 王 玫 K 10 0)。 

定义 181-: 没 xx 一 唱 是 人 .1 的 平衡 点 。 

1? 车 Ye>0 和 芝 0, 习 8 一 5e, tp) > 0 使 得 当 | 加 | 过 
8 时 对 一 场 上 关 加 有 

[p(s; 加 xzo)| 8 《8.3) 
则 称 x 二 8 是 (局 部 ) 稳 定 的 . 

2” 涪 > 一 日 是 (局 部 ?稳定 的 ， 此 外 对 每 个 0 当 = 

610) 这 0， 淄 1xol 过 时 有 
lim Pls; ty xo) 一 日 (8B.4} 
则 称 x 一 8 是 (局 部 ) 渐 近 稳 定时 . 

39 着 x 一 98 是 局部) 稳定 的 ,此 外 对 每 个 志 守 0, 及 Vwo€ 
R"Cxo€ 品 ), (8.4) 成 立 , 则 称 x 二 8 是 全 局 渐 近 稳定 的 《在 区 域 
口中 是 渐 近 稳定 的 ). 

定义 1.8.2 集合 信 |&€ R*， 使 得 对 茶 

n> 0, lm Pls; 1 8) = 0} 
称 为 《38.1 的 平衡 点 台 的 吸引 区 域 。 

稳定 性 的 几何 意义 是 用 UV。 表示 相 空间 R* 中 原点 的 邻 乱 。 
下 标 是 邻 域 的 半径 . 若 和 任 给 一 个 邻 赴 U0,, 则 总 存在 一 个 领域 U0。， 
使 得 Vs 出 发 的 轨 钱 都 离 不 开 U (图 1-8.2). 


EF 


图 1-8,2 图 4-8-3 


定义 18.3 设 x 二 9 是 (8.1》 的 平衡 点 。 

1” 者 定义 181 的 1° 中 的 # 与 6 无关 ， 则 称 x 一 8 蚌 一 殊 
“局 部 ;稳定 的 ， 

2” 若 * 一 日 是 一 致 稳定 的 ， 焉 外 ,3 8 盖 0， 对 Ye>>0 和 
i€[10, 二 0},， T(EY) > 0 ， 侍 得 当 守卫 Tg),1x| 三 5 时 
有 (38.3) 成 立 , 则 称 * 一 全 是 一 致 (局 部 ) 渐 近 稿 定 的 ， 

3° 车 x* 二 8 是 一 铬 稳定 的 又 对 YYr 盖 0 E>0 和 4 守 0， 
存在 与 i。 无 关 的 了 kr，8s) > 0, 值得 当主 ww 十 了 (r, 6), 
i 过 r+ 【或 1x 之 rf,xo& 0Q) 时 有 (8.3) 成 立 , 划 称 x* = 二 8 是 全 局 
一 歼 渐 近 稳 定 的 ， 

定 尽 184 设 *x 一 8 是 (8.1) 的 平衡 点 。 

1? 苇 3a 记 对 WE 这 0，3 六 5) 六 0， 佳 得 当 |x| 之 
5t5)，! 之 时 有 

ps tos Xo) EE :eT 
其 中 #6 宇 0， 则 称 * 二 68 是 指数 ( 渐 近 ) 稳 定 的 ， 

22 落 3ace>0, 对 Yr 这 0, 9 天 (+r) > 0， 使 得 当 |*| 二 r 

《或 [|x] < rE 0),，! 守 上 4 时 有 
[ps to; wo)! SE EC) rle 
其 中 守 0，。 则 称 * 二 8 是 人 金 局 指数 (新近 ) 稳 定 的 ， 

定义 1.8.5 C8.1) 的 平衡 点 x 一 日 称 为 不 稳定 的 , 若 它 不 是 

稳定 的 . 


1.82 Liapmnor 函数 
装 在 弹 管 上 质 是 为 王 的 质点 的 运动 方程 是 


0 {8.5) 
其 中 台 宇 0 为 阻尼 系数 ,下 > 0 为 弹性 系数 . 8.5) 等 价 于 
, , 天 kk 
= y, Fx*——y 


它 有 唯一 平衡 点 《40, 90)。 从 直观 上 看 (0, 0) 应 是 稳定 的 ， 该 系统 


s 必 上 二 


的 动能 是 上 my*， 划 能 是 | kras 一 十 kx。 总 能 量 是 


i 
ECx, y) 7 y 十 了 式 
它 在 平衡 点 (40, 0) 取 最 小 值 ,因而 应 该 是 稳定 的 .。 洛 着 轨 线 x 一 
zx(#), 二 yt#), 考察 能 量 的 变 伐 ， 
dE(xt), 了 一 My 六 十 二 t 一 一 ps 0 
dar - 


艺 # 增 加 时 能 量 是 不 增 的 . 

对 于 (8.1) 我 们 引进 一 个 遂 数 Vtzx, 人 站， 它 类 似 于 能 量 申 数 . 

定义 1.8.6 设 在 U; (或 R"》 上 F(x) 是 实 连 续 的 晤 

1° VY = 0，2° Tt 0 诗人 中 (Cr 8)， 则 称 F(x》 
是 正定 的 ( 半 正 定 的 ), 若 一 VCx) 是 正定 的 ( 半 正 定 的 ), 则 称 V(x) 
是 便 定 的 ( 半 位 定 的 )， 

定义 1.8.7 设 在 荣 区 间 10,#] {或 [0, 十 co)》 上 er) 是 实 
值 连续 严格 上 升 的 函数 且 at0) 一 0， 则 称 str) 属于 KK 类 , 记 为 
aCrj Ee KI0,h] 《或 alr)e KI0, 二 +o0)), 若 atryeE K[0， 十 00) 
县 Em afr 二 十 9, 则 称 ar) 属于 民 民 类 , 记 为 olr)€ KKR， 


定义 1.8.8 设 Vix, 站 在 UU; x 10, 十 co) 或 BR" x UL 
十 吕 ) 上 连续 日 满足 : 

19 VAY =—= 0, 2° Vlx, 1 守 人 站 erE KK[0, kl1 或 
玉 [0， 二 oo) (V(x 个 空 0)， 则 称 Vx，1》 是 正定 的 灶 正 定 
的 》. 

若 一 VCx, 门 是 正定 的 ( 半 王 定 的 ),; 则 称 V(x, 中 是 负 定 的 
《“ 半 负 定 的 )。 

注 设 Vtx) 在 UU， 上 是 正定 的 , 则 易 证 atr)€ 民 [0, #]， 
使 得 VCx) 这 a([x1); x*E Us。 因 此 定义 1.8.6 是 定义 1.8.8 的 特 
例 . 

定义 18.9 设 V(x, 站 定义 在 U, X [0， 十 0) (或 RE"x 
10,; 十 吕 )) 上 ,满足 : 


- 62 。 


1° Vir, 2) 是 正定 的 ， 
2”FKzy 71) 在 (UAL9}) x [0, 十 0) (或 CR™\{9}) x [0， 
十 o9) 连续 可 微 ， 


3° Pa rN +A 0. 
Ox 局; 


出 称 FCx, 六 是 (8.1) 的 Liapunov 函数 。 

若 把 条 性 3” 改 为 

Vx, 7) SS 一 中 (| 

其 中 wtr)E 天 [0, 科 (或 下 10, 十 503)， 则 称 VCx, 7?) 是 08.1) 
的 严格 Liapunoy 对 数 . 

类 做 可 定义 自治 系统 48.27 的 Liapunoy 图 数 VY). 这 时 

D(x) = VV Cx) fx) 

若 (8.1) 在 DU; x 10, 十 co 上 存在 Liapunov 前 数 T(x, 7 站， 
pt; bs xy 是 (8.1) 的 和 解 ,在 解 的 存在 区 疗 上 pC; ,x*)E Us, 按 
定义 则 有 


_ VCP ty Ko)s /) 十 Vg to, Xo), 1) 
a Dr 
“ fptts ts fo}s 1) SE 0, 
于 是 (94 to to 2》 对 二 音调 不 增 . 

下 面 落 察 严格 Liapunoy 加 茹 的 几何 意义 . 

设 有 二 维 自治 系 统 2 一 了 (x)，x 二 6 是 平 奖 点 ,对 每 一 《x， 
tf 之 们 ， 方 如 有 了 唯一 艇 了 一 pli; ms zo)。 设 当 |x| 二 时 
V(x) 是 该 系统 的 Liapunoy 国 数 , 则 一 了 (xz) 一 Vn, 如) 是 
开口 向 工 的 曲面 ， 对 充分 小 角 cc 盖 0, Vlx) 一 是 一 族 闭 出 线 ， 
当 0 之 6 之 cc 了 肝 ,V(x) 一 cl 是 在 (x) 一 说 所 赎 区 域内 , 当 
“< 一 0 时 Vlx) 一 cc 缩 成 一 点 即 原点 。 闭 上 曲线 VLw) 一 < 的 外 
法 向 大 VVY(x)， 解 曲线 x 二 pC; ty Xo) 指向 # 增加 方向 的 二 


mn | 学 


启 是 是 三 一 本 oy xo) 一 六 PE 和 oa ,于 其 
Pm to Xo) st) 一 WVTTCPCES 16 Yo)) 其 9PC23 za To)) < 
名 解 曲线 指向 * 增加 方向 的 切 向 量 与 曲线 V(x) 二 C 的 外 态 向 


在 交点 处 的 夹 角 大 于 也， 曲线 进入 闭 曲 线 V(x) 一 < 所 围 区 域 的 
内 部 。 白 此 可 知 *x 二 9 其 渐 近 稳 定 的 . 


1.8.3 判别 稳定 性 的 Liapumers 方法 


现在 利用 Liapunoyv 函数 给 出 各 种 稳定 性 的 淹 列 准则 . 
定理 1.8.10 若 存 在 原点 邻 域 Us， 在 pw x [0， 十 co) 上 
《8.1) 存在 Liapunov 前 数 V(x, 少 ， 则 x* 二 9 是 稳定 的 。 车 
Vtx, ti 又 满足 
Vr, Dorl)y (lx Ek, 0) 
其 中 5(r)E KE10, A]， 则 x 一 96 是 一 致 稳定 的 . 
证 明 ” 先 证 前 半 部 分 。 由 假定 知 ,存在 oC(r)& KL0, 1]， 使 得 
V(x, 守 alrl) 《zl 0) 
Ye 0 一 e 世 天 35 充分 小 ，0 二 65 过， 使 得 当 |n| 二 证 阿 
Vilxo, £0) aley (8.6) 
当 了 次 上 使 p(t; ny xo)| 圭 hb 时 
at lli; 10s xD < Vptss fay Xo), 21) 
Vr to) < alg) C8.7) 
名 


IPs fos X00)| =s 
因此 上 式 对 一 切 1 之 。 成 立 ， 
再 证 后 半 部 分 . 任 给 0 过 8 一 下 存在 0 过 再 一 有 2 充分 
小 与 无关, 使 得 当 |z | 二 5 时 


blr]) = ale) 
由 盘 设 知 


Vlxos fo) SE br)) < alte) 
其 余 同 前 面 一 样 可 证 当 lz < 六， :实时 
lp foy xo) | < 


是 首 和 4 于 


了 >x* 一 8 是 一 救 稳定 的 . 证 毕 ， 
定理 L8.11 若 存 在 原点 邻 域 Ui， 在 Us x [0， 十 co) 上 
(8.1) 有 严格 Liapunoy 函数 Plx, !)， 而 且 还 存在 5C(r)€ KK[0，, 
#21， 使 得 、 
Vrs Db)rl) (lxz| Eb, 1 0) 
则 x* 一 6 是 一 致 渐 近 稳定 的 ， 
证 有 明 已 证 * 一 9 是 一 致 稳定 的 ,于 是 和 圈 5， 0 之 岳之 上 于 
Yh >0， 当 [sl 所 本。 世 和 时 
qtrs fo xo) | < 
竺 假设 条 件 知 ， 习 atr), ber), wr}e KIV, 在 ] 使 得 
or) Vr Dlr|) 
Vr DE wllxl) 
其 中 xE DU;. 
对 We 0 过 EE 之 36 BW 使 得 
BB) oat) 
邻 T= 人 国定 4 实 0，|xs1 之 5， 可 证 存在 某 tre [1， 
和 十 工 ]， 使 得 1853 ,71 到 和。 着 不 然 ， 则 对 一 切 5 La， 
1 人 了]， | 03 xo)| 闪 山 ， 于 是 当 t= 二 十 TT 时 ， 
日 一 gC8,) < Cg fo x0)» 2) < Vx,, to 


| Vigpts, ‘os xo), s}ds < 下) 一 Tal ) 


一 BB) — BCF) LO 
这 是 不 可 能 的 , 改 此 存在 。 因 贡 , 当 1 之 懂 时 有 . 
atl pO; #0, X00) SE Vp Is x70), F) 
VPS tos zo I) 让 | 人 人 二 ;加 Xe) 
< 二 BC6.) < aCe) 
即 当 守 1* 时 | sx | 二 &。 这 就 证 明了 ) 当 1 之 轴 十 工 ， 
jw < 一 加 时 | pirs zy To)| 过 5。 证 毕 ， 
定理 1.8.12 落 在 Re x [0, 十 oo) 上 (8.1) 存 在 严格 的 Lia- 


ss 血 


PUnOY 前 妆 V(r, 四， 请 存在 elr), bC(r)E KR 使 得 
aCixi) SV, EE]x|) (x€é RR", 0) 
则 x 盖 日 是 全 局 一 致 渐 过 稳定 的 . 

还 虹 因 为 im em 一 于 co: 记 以 的 定义 域 是 [0， 
0) 对 Wi 守 0,r 0 令 MCF) 一 ahCr))， 只 要 |xwl 二 
r， 就 有 

aC | phes to #0)|) SE VPs os Xa) 1) 
Vr by Ex)) < br) 


天 
| | < 


且 解 的 存在 区 阅 是 Im， 十 so、 按 假 设 ， 存 在 wn & 六 [0，M(Cr)] 
使 得 
V Opes to Ko st) SE —eot|pli; 1 x0)1) 
对 ve>0, 38 一 9.(s)>0, 使 得 88D 之 ale). 令 T= 如 . 
wD, 
象 证 明定 理 1.8.11 那样 可 证 当 了 空 轴 十 了， 有 | < 了 时 pi 
by 2 二 EE， 证 毕 ， 
定理 1.$4.13 若 存 在 原点 邻 域 Fe， 在 U, x [0, 十 oo) 上 
《8.1) 存在 严格 的 Liapunoy 沙 数 V(x, 站 满足: 
Rlxl: EVOr, blxl Cx| A 0) 
Der, 0) hklxl - (8.8} 
其 中 Qi 一 1,2, 3) 为 正 的 常数 . 则 * 一 6 是 省 数 渐 近 稳定 的 ， 
荐 (8.8) 当 x&€ R", zt 宇 4 时 成 立 , 则 x* = 8 是 全 局 指数 浙 近 获 定 
三 朋 留 若 练习 . 
对 于 自治 系统 。 我 们 也 有 框 锯 的 定 埋 。 它 是 上 述 定理 的 特 束 
情形 。 这 时 只 人 须 注 窟 。 若 Vtx) 是 正定 的 , 则 存在 BCr7€ 天， 俩 
得 了 try 所 5(Cjx|}， 因 此 可 得 
推论 1.8.14 若 在 某 Us 上 (8.2) 存 在 Liapunov 良 数 (严格 
的 Liabunoy 阔 数 )) 刚 x 一 8 是 一 虱 克 定 的 (一 前 新 近 稳 定 的 》. 


= BS 。 


推论 1.8.15 车 在 BR 上 (8.2) 存在 严格 的 LiapunoY 函数 
FJy* 且 有 alr)E 上 KR 使 得 
atlxl) Vx) {xER”") 
则 一 日 是 全 局 一 致 浙 近 稳定 的 . 
定理 1.8.16 设 对 干系 统 (8.1), 存 在 滑 数 Vx,1) 在 Ux 
10, 十 co 上 连续 ,在 《Daf9i) x [90, 十 0) 上 连续 可 微 且 满 
二 ; 
1 TT>0, WYE>0, $k, 9 区域 
瑟 一 人 xz px ET 上 了 -0), 
TY 有 
全 户 上 基数 有 界 ; “ 
2” 在 避 内 了 了 守 0, 对 Y 正 数 r， 习 了 一 了 (o 人 0， 首 《xz 
NED, Vz, 个 守 n 时 下 壮志 
则 x 二 8 是 不 稳定 的 ， 
证 明 令 D; 一 {x, 他 |(x, DE DU: Xx [T, + 00), V(r, 
D>0, IM>0, 3 (xe DH VM. 
对 和 小 的 正 数 8 ,8 过 ,33xo 浦 足 
[| 人 TO 一 下 站 
取 ( 人 .1 的 解 (了 zx， 得 了 (一 TBT xz 1)， 因 水 症 
二 0 的 区 域内 P00 且 下 CT 一 下 (一 一 0 节 下 (9 
通 * 增 如。 从 而 解 将 停留 在 区 域 了 >>0 内 . 因此 只 要 :之 了 ， 
使 19f6 了 ,x0)| 声色 则 pt; ,zx0) 停留 在 区 域 了 >0 内 . 
男 一 方面 。 当 大 到 某 个 上 时刻, 必须 | pti; 了 工 。 ro 盖 天 车 
不 热 。 对 一 切 :之 了 了 了。 有 199 TT, xzo)| 安 天 ， 于 是 
Vim; T, x VV >0 
根据 条 人 忻 2* 得 依 空 1 六 0， 及 而 得 
一 本 一 | Va wT GT), 


这 与 广 有 界 蔬 盾 。 这 就 江 明 了 当 : 增 到 基 时 刻 1! 内 必 有 19 a， 
Ty zol 之 4， 而 x。 可 取得 使 1x61 任意 小 ,因此 x = 6 是 不 稳定 


ss 虱 了 


18.4 常 系数 线性 系统 的 稳定 性 


为 了 通过 线性 化 方程 来 判 呈 非 线性 方程 零 解 的 稳定 性 。 先 研 
塞 常 系数 线性 系统 


一 一 一 Ax 《8.97 


其 中 4 是 ”X = 带 数 矩阵 . 

定理 1.8.17 对 于 (8.9),* 一 9 稳定 (一 致 稳定 ) 的 充 要 条 件 : 
是 : 存在 常数 M。 使 得 

| 
其 中 站 省 为 矩阵 的 范 数 . 

证 明 《8.9) 的 任 一 解 9 和 20) 一 e509。 因而 充分 性 显 
然 成 立 . 现 设 * 一 8 是 稳定 的 .给 定 8 这 4, 38 这 0, 当 1xol 所 
6 时 ， 

tptts 0 x0)| = |e xol 一 8 


于 是 
el 一 0P， | e45-10 < Hs = G0) 
证 第， 
定理 1.8.18 对 于 (8. 和 ), zx 一 9 浙 近 稳定 (一 吾 浙 近 稳 定 ) 与 
下 列 任 一 条 忻 等 价 : 
1° 在 在 常数 上 计 0。M 几 , 疡 0 使 得 
es To Me Th 2 10) (8.10) 


2°? x 一 9 是 指数 稳定 的 (全 局 指数 稳定 的 )， 
3? 系数 和 矩阵 4 的 所 有 特征 根 具 有 仙 的 实 部 。 这 时 称 知 阵 4 
证 明 设 * 二 8 净 近 稳定 , 则 存在 5 沁 0, 对 给 定 0 和 6 一 有 
存在 了 = 二 了 (se) 之 0, 当 | 如 | 所 5, 32 了 时 
| < 8 


于 是 le 仲 志 675(z 之 T)， 特 别 有 


» 


le Te < 1 
对 任意 ! 空 0， 存 在 非 负 整数 玉 , 使 得 KT 所 1 三 导 十 1) 了 ,于 
是 


He = eetn er < Mole srl 
< Mou BE) 


取 (578 一 ewa7 冯 取 a 一 一 了 7in(87T's)， 得 
les AS Moe tT 一 MoaTe t+ 
< Me 

其 中 对 ,一 Moe*， 即 由 x = 0 浙 近 稳定 推出 1" 成立 . 

现 设 《8.10) 成 立 。 显 然 x* 一 9 是 全 局 指数 稳定 的 。 即 由 二 
推出 2” 成 立 ， 

若 *= 0 是 指数 稳定 的 。 量 然 (38.10) 成 立 ， 于 是 对 于 Rex 十 
4 > 0。 当 上 充分 天 时 

1edx 一 eix| 2 ete[1 一 Jete+Beao] |x | 
守 colx| 

其 中 上 为 某 正 数 . 车 1 是 4 的 特征 值 , 则 e* 是 e* 的 特征 值 ， 
因此 Re 十 ax 过 0 即 Rel 近 一 aa 和 0。， 即 由 2? 推 出 3? 成立 ， 

最 后 由 3° 显然 有 (C8.10) 成 立 。 由 此 易 知 * 一 9 稳定。 证 毕 ， 

若 4 是 稳定 的 ,我 们 还 可 构造 (8.9) 的 严格 Liapunoy 图 数 . 令 


Vr) 一 x Bx 
其 中 3 是 正定 矩阵 , 则 
DV TATB 4 BAYz 
若 可取 好 使 得 
A'B+BA= -I C8.11) 
其 中 工 是 单位 矩阵 : 则 
六 = 一 |x!’ 
注意 到 
2 (Ces’ eta) =- etc 十 ed eld (8.12) 
df 


由 于 4 是 稳定 的 , 故 | o'er 收 侯 ， 将 (8.12) 积 分 得 (8.117 ;其 


时 放量 


中 


也 一 | gtAT etdgs C8,13) 
显然 了 对称 且 je 
x Hr = | TetdIet4y 
一 人 ee 和 2 
妈 吾 是 正定 的 ， 
1.8.5 判别 稳定 性 的 线性 尼 方 法 
现在 著 虑 非 线 性 系统 
x = Ax 十 prs 1) 《8.147 
其 中 4 是 x XH 常数 短 阵 。，Ax 是 03.14) 帮 端的 线性 部 分 ， ECX, 
四 是 x 的 遍 阶 项 ， 


定理 18.19 设 了 是 ”xm 稳定 的 常数 矩阵 ,又 8 Za x [0， 

十 o9) 一 R" 是 雯 续 的 并 满足 
gx, 7) = olxl) (zl 一 人 8.15) 

对 1€ [0, 十 oo) 一 致 成 立 。 则 对 于 (8.14),* 二 9 是 指数 稳定 
的 。 

证 明 ”五 由 C8.13) 给 出 . 令 (zy 一 x7Bz， 则 

仿 一 一 人 zi 十 2x'Bg 

由 4# 的 假定 在 在 #0, 当 | 上 ri 所 48, 1! 之 4 


Dlr) 
2 


因此 ,x 一 6 是 指数 稳定 的 ， 证 举 ， 

注 1 车 (8.15) 成 立 . 但 4 至 少 有 一 个 特征 慎 的 实 部 是 正 的 . 
则 对 于 (3.14)，* 一 8 是 不 稳定 的 。 证明 可 参见 IMM,， 第 六 
章 ,定理 2.3] 

注 2 若 避 .15 成立。 4 的 特征 值 中 没有 实 部 为 正 的 ， 但 却 
有 实 部 为 零 的 ,这 种 情形 称 为 临界 情形 ， 这 时 可 以 有 &, 使 得 = 一 
8 是 稳定 的 , 记 可 以 有 g 使 得 x 二 8 是 不 稳定 的 。 


二 DD 


习 题 一 


1.1 设 1ECK[051 RY), fe) > ole € C055)), HC0) = 0 €[0,8), 
证 明 : 初 值 问题 
{ s+ firy= 0 
vtO0Y 一 po 
的 最 大 解 sx 站 的 存在 区 间 是 10， 十 co) 且 
lim vats) 一 0 
1.2 设 yecrRr x R'; R") 日 
rad) EK |x| 十 KRK, (x EER, 1€R') 
其 中 天 ,。， 天 : 为 正 的 常数 .证明 初 值 问题 
{ t= x 
rr) 二 
解 的 存在 区 间 是 (一 o，+ec) :其 中 rr ER io 《中 是 任意 的 . 
1.3 设 5 是 (zs) 空间 中 的 有 界 闭 区 域 , 1 ECC3;r)，20 是 5 中 
举 ] 闭 陡 域 。 攻 对 个 ，TYE 人， 初 值 问题 
1 = tr, 闻 
AT) 一 专 
在 [a,51 上 右 瞧 一角 = 一 FG; 二 rz), 证 明 ECC[es 61 x 0)， 
1.4 证 明了 可 理 1.3.1 与 引 理 1.3.2. 
1.5 证 明 引 型 4.3.8。 
14.6 证 明定 理 1.3.12. 
1.7 确定 下 囊 逐 坟 人 的 下 视 点 及 其 类 理 ; 
(1 yy rR0, b>0) 
(2 ra 0) 
(33 一 pry + axtr 十 一 一 下士 下 开本 二 认可 + oO) 
1.8 证 明 60。 呈 是 系统 


5 
T= FAY CO 
的 中 心 ， 


1.9 设 1ec fay = 一 0 (< 之 0 证明 tas0) 是 


i ys $m cy I(x) 


*» 了 | 二 


的 鞍点 ， 并 求 C4，0》 处 稳定 流 形 与 不 稳定 流 形 的 方向 。 
1.I0 在 平 奖 点 附近 利用 线性 北方 程 贺 出 平衡 点 附近 的 草 括 * 
(Dm ys j= —1 
C2 tte? ly ?= 1 — et? 

1.11 画 出 下 列 方 各 的 相遇 
CIY ET osins = 0; (2) Fm sr 
1.12 检验 三 维系 统 
yy lr 
无 平 突 点 ,但 厅 闭 轨 。 
1.13 证 明 下 列 系 统 元 闭 轨 : 
(C1) 芋 十 过 十 术 x) 一 0， 其 中 常数 cas0, ff E01 


OD {i 
t= zty — 1) zl 
(G3) {sy 人 


让 一 QZxf1 士 59 一 2 加 
(5) t y= yl 一 4 十 7) 

1.14 着 p，3 在 闻 一 条 轨 绕 上 ， 证 明 : Tefp) = LC) Lp) 一 
Lutg). 

注 : pl， 8) 的 w (或 四 极限 集 LalP) CLol2)) 又 欧 为 轨 线 T(8) 
的 《或 中 极限 僻 ,CTCP)DCLCTCPD)). 

1.15 设 一 个 三 维系 统 在 球 些 标 系 下 为 

站 一 1 B= x = osind + rsingy 

车 20) 一 0，o2f) 二 0，2C0) 一 在 对 应 的 轨 线 为 了， 证 明 : 

(1) TT 有 界 。 不 是 闭 轨 . 

(2) LCTY 与 L.(T) 均 存 在 ， 它 既 不 是 闭 轨 也 不 含 平 衡 点 。 

1.16 证 明定 理 1.6.20. 

1.17 设 *=8 是 r 维 系统 

= Hr) 

的 平衡 点 ， 若 解 > 一 Pry 0)» 满足 : Xe 0 Lm Pls zz = 8, 证 月 4 


+ 一 日 是 不 稳定 的 ， 
1.18 证 明定 理 1.8.13, 
.19 利用 Lispunoy 方法 判断 下 列 系统 零 解 的 稳定 性 : 


昌 了 让 和 


本 
(1) | | 
由 2 一 ke 一 一 一 习 
\; 了 一 
莹 光一 3r ry 
33 - 一 二 zzy 一 yy 
机 4 
= 一 工 Lt + 
下 了 3 x 
, 3 
《5) 4 Ft re 
2 
= 
和 3 人 
1.20 讨论 下 列 系 统 平衡 点 的 稳定 
IT Fy 
5 1 
《1 p= 11 


(2) | 


C4) 4 ， 


站 < y+ 


y= xy 


这 一 一 一 37 十 2s + ys 
3 一 一 


= 
二 2 十 yy 一 2 十 xy 
桩 
二 71 
人 ts x0) 


sw 3 加 


第 二 章 ” 行 波 解 的 存在 唯一 性 


Bu 一 DAa 十 Cu) 
Hr 


的 反应 扩散 方程 时 ， 其 中 x€ER”， wtx, 让 一 (tn(x， 站 ，*……， 
2 i))， fn) Cf (mn) ,- “+ ftw)), Do— diag 可， “ sd) 
汶 正 对 衣 短 阵 。 我 们 常常 要 考 虚 所 诡 的 “ 永 从 型 ”(《“permanent 
type” ) 解 ( 即 对 一 切 *， 一 % 过 + < oo 存在 的 解 tx, 站 ). 这 种 
解 移 一 些 沉 见 的 类 型 有 : 

!. 关 于 上 是 周期 的 解 , 其 中 有 

C1) 与 * 无 关 的 振动 解 ， 

(2) 靶 形 图 案 解 (target pattetnsJ， 目 ] az = U(x!, 
8 了 天 丁 上 是 局 期 的 ; 

(3) 旋转 螺 线 图 案 (rotating spiral patterns)。 BB 人 一 了 
xz 一 《rcos rsn 的 ix 门 一 TIr 人 一 5 LU 关于 二 一 日 一 
ct 是 周期 的 ， 

2. 行 玻 解 【traveling wavesJ， 即 形 为 wtx, 四 一 n(x 一 cf) 
的 解 ,< 为 速度 向 量 ce 一 《co co。 特别 有 

C1) 定常 解 〈《statienary solutions) 罗 < 一 0sx# 与 时 间 = 元 
关 , 定 清 解 人 六 吊 平衡 解 或 稳 态 解 ， 

(2) 平面 波 解 (plane waves), Bi wtxs 72) 一 U(r 一 ct): 
vy 二 UCx vp 一 4c 让， 其 中 1 一 sy 546) 是 < 方向 的 单位 
向 量 , 共 中 又 有 

《ay 波 捉 和 解 Cwaves trains), 如 其 周期 的 ; 

Cb) 波 前 解 Cwaves fronts) ,五 芷 音调 有 界 的 且 不 昼 为 节 数 ; 

Lc》 脉冲 解 《pulses)，UC 一 00) 一 U( 十 60), 口 不 是 前 数 ， 


第 昌 


本 章 中 我 们 讨论 行 波 解 的 存在 性 和 唯一 性 .我 们 只 讨论 # 一 
1 ，m 一 1 的 情形 , 即 空间 变量 是 一 维 的 方程 式 的 行 设 解 。 完 分 利 
用 平面 自治 系统 的 书 有 上 成果, 用 想 平 面 的 方术 来 研究 方 程式 


Ba Ou Cg) 


[ 
Dr 六 CD 


和 的 行 波 解 。 这 里 xER', wn ER'， 我 们 认为 这 种 方法 有 基本 的 重 
要 人 性 ,所 以 相当 详细 地 加 以 叙述 ， 


2.] 行 波 解 的 基本 性 质 


方程 (1) 的 形 为 slx, 让 一 glx 一 ct) 的 解 叫 行 波 解 , 其 中 
c 为 实 常数 , 称 汐 传播 速度 . 记 上 一 z 一 cf， 令 


"do 
ds 
易 知 9t#) 是 《D 的 行 流 解 的 充 要 条件 是 : 
和 十 cq 十 Kg9) 一 1 《ID 


若 gt#) 是 单调 有 界 且 不便 为 常数 , 则 44) 叫做 《0 的 被 前 解 . 
这 时 必 厦 在 极限 lim 9($) 一 944 且 + 寺 4-。 可 通过 变换 


规范 屁 沪 
lim até) 一 0, lim CS 一 1 
我 们 总 是 慨 定 fw) 至 少 是 连续 的 ， 
引 理 211 设 46) 是 (ID 的 解 且 Em ?ks 一 9#， 则 


lm 4(8) ~ 0, 8 faqzr)=— 0 
证 明 若 tm 9 (5) 一 0， 由 由 《TD 得 知 极 跟 mg 存 
在 ,于 是 Em_4"《8) 一 0. 再 宙 (ID 得 {94) 一 0， 
现 设 lim sup 4 (£5) = g， lim inf zf =- 5b， 则 sp， 若 


" 了 5 


将 sb, 则 存在 占 3 Nr 十 co 注 足 

lim gq (£) 一 0 lim 4° (tn) 一 

im gn = 也 » lm 4 Ko) 一 
由 《07 得 

cn 一 和 Cr ch f(g9+) 
当 c 寺 0 时 得 go 一 上 ,与 4 之 6 蔬 盾 。 因此 只 能 有 a。 5。 由 
9C#) 的 有 界 性 必 有 a 一 了 5 一 0, 即 im 9g (#£) 二 0. 当 e 一 0 
时 ;直接 由 (IT 得 


二 9"(9 二 | fear 一 常数 


J 
因此 存在 极限 lim .9 《4) 一 ， 必 有 ?7 一 0， 
类 做 可 证 Bm_9(8) 一 0。 汪 弟 . 
注 “这 里 用 到 一 个 结论 ， 设 二 名 在 [0, 十 0) 可 导 ， 
lim sup ult£E)— o> lm inf BE = 4b, 
则 存在 £,，7s 一 十 ceo， 使 得 
im afEo) 一 站， Bm WW (En) 二 人 0 
lim ulna) — 8, Bim # nr) = 0 
证 明 留 给 读者 . 
引 理 2.1.2 设 94 人) 是 (11) 的 非常 数 解 ,9 (十) 一 gz， 
itgqs) = 0. 
1° 车 d+ #4-， 则 co 0; 
2° 若 94+ 守 4-， 则 
< 之 说 
[eed 一 0 时 ,< | ~ 
并 一 
2 
证 明 由 《ID 得 
《9 十 cqrtfo)ag 一 让 


要 人 


对 所 从 一 o 到 十 co 积分 即 答 污 论 。 证 毕 ， 

定理 2.1.3 设 10) 一 [II7 一 0.1ecC0,I]，3z55 是 (ID 
的 和 解 ，#g( 一 00) 二 0, g( 十 0) 一 1， 

1° gqg(#) 是 4 的 波 前 解 的 充 要 条 人 忻 是 ， 当 EE( 一 00，00) 
时 gt#8) E10, 1]。 这 时 9 盖 0 (El 一 0, 十 00))， 

2” 若 st5) 是 《的 波 前 解 : 则 344 是 产 格 单调 上 和 开 的 是 
值 域 为 (0, 1 )， 

证 明 显然 ， 只 须 证 阴 菏 Et 一 00， 十 00) 时 SEE [0 
1]， 则 gC > 0. 


令 
49 一 
i 一 (1.1) 
由 9 的 方程 得 
sp ep . 
2 p14) (1.2) 


解 9(#) 对 应 于 9p 平面 上 联结 C1.1),《1.2) 的 平 衡 点 C0,0) 和 C1,0》 
的 一 条 轨 线 , 它 位 于 带 形 区 域 0 三 8 志 1 中 ,由 (1.D) 知 ,Pf 之 0 时 


2 > 0， 即 5 增加 时 轨 线 向 右 , p < 0 时 魏 线 向 左 ， 所 以 这 种 轨 


线 ( 崩 身 不 交 , 是 一 牺 简 单 昭 线 ) 不 能 定 过 9 轴 即 永远 有 了 之 0( 疼 
2-1.1)。 进一步 让 上 明 轨 线 不 能 在 40，1 中 与 4 轨 相 页 ， 若 不 处， 
其 有 一 点 (qo。0) 在 和 轩 线 上 ，goE (0, 1)。 于 是 存在 SE (—02, 
十 00) 使 得 
gté0) 一 gos 4 (Bo) 0 

车 9 一 0, 则 fgo) 一 0, 由 初 值 问题 解 的 唯一 竹 得 g(&) = 
qs 这 人 恒 矛 搜 了 ， 因此 9 C60) 关 0。 这 意味 着 当 轨 线 通 过 《9o。 0) 
版 时 p 一 49” 必须 变 号 ,与 了 关 J 矛 看。 因此 


Pp >0 Cel-%, +o)) 


从 而 gC5)》 严 格 单调 上 上升。 证 毕 . 


和 


图 2-1.1 图 2-2。1 


22 波 前 解 的 存在 性 和 唯一 性 


现在 我 们 在 fE C1[0, 11， 式 0 一 1) 一 4 的 前 提 下 求 
4 tea ttf) = 0 
Le 一 0 +oo) 一 1 人 
的 严格 单调 解 。 它 等 价 于 求解 


4 

Ca 

9(-—00) = 0D, g(t) m1, pA) 一 人 
p00, EEC—00, 二 0) 

2.2.1 问题 的 转化 


时 前 面 的 结果 立即 可 得 
引 理 2.2.1 落 (2.1) 有 解 4。，gefg0，i。， 册 


29 
plE) FT 


可 表 为 p= p(q) CI0, 110 人 NN C70, 1) 并 满足 
dp eg 
dd P 


(2.2) 


iPC0) 一 让 1 一 0 《2.37 
‘ip 0，9ECO 1) 


#7 所 


友之, 我们 还 有 : 
引 理 222 设 ptqy Cl0,1] 们 C0,1) 满足 (2.3), 则 初 
值 问 题 
' — pg) 一色 所 二 二 十) 
1 (2.4) 
19C0) 2 
在 在 解 gq(E) EC 一 0, 十 0 )， 且 gt8) 是 (2.1 的 严格 单调 解 ， 
4t—00) 0， dt) = 1., 
a8) EC0, 1) (8€ (0, 8))， 以 而 严格 单调 上 开 ， 当 #8 (58060, 5) 
时 ,由 (2.3) 的 方程 得 
dq_dp, dg dp pp 
dp ao JE lao? cp— Hg) 
a 
9 十 ec9y 十 大 9) 一 0 
现存 证 朋 : 弛 一 一 0 ,5 一 十 00， 
因为 区 的 一 0 je C0,1]， 所 以 存在 茶 8 汪 0。 合 得 
la)! < pg. 


对 于 给 定 的 ce， 存在 Y 之 0 使 丰 一 ce 之. 设 ! 是 gp 平面 上 


的 直线 p 一 74 (图 2-2.1)。 若 给 定 的 解 一 pl(9) 在 除 原点 外 
的 第 一 象限 的 某 点 处 与 1 相 碰 , 则 在 该 点 处 


dp et De DO rE 
dg : p 7Y 


所 以 轨 线 进 和 人 :的 下 方 。 这 列 含 着 对 其 个 3 盖 0， 当 39E(40，5 
时 ,或 者 

《i P(g) TYG 
或 者 

(ii) plg) < 79 


若是 第 一 种 情形 ， 则 由 《2.3) 的 方程 得 加 < 积分 之 得 ， 


se 


Pt9) 安 Y9， 这 就 矛盾 了 因此:，(a 必须 成 立 ， 这 也 就 证 明了 了 
PG) < rq, gE€C0,1) 
于 是 积分 (2.4) 得 
emiadg l(adg 
5 pigy > J | | To 

| &0 一 一 一 bo ， 

因为 9(#) EE (0, 1)，g《#》 严 格 单 调 上 升 ,所 以 lim qt6) 一 
2- 空 0。 若 9 > 盖 0， 则 lim q'(é) 之 0 与 94 有 界 矛 盾 了 ， 
长 9- 一 0. 

类似 可 证 所 一 十 ce， 避 十 oo 二 1， 

由 引 理 2.2.1 和 2.2.2 可 得 

引 理 2.2.3 值 域 为 C0. 由 的 波 前 解 w(x, 认 一 g(x 一 52D 与 
《2.3) 的 解 pCq》 可 技 如 下 法 则 建立 一 一 对 应 : 


dt (2.5) 
g(t0) = a, of (0,.1) 
9g(&) 对 占 的 平移 认为 是 一 个 解 ， 
招 以 上 结果 总 结 成 下 面 的 定性 : 
定理 2.2.4 设 fn) € C0,1]，fC0) 一 大 1) 一 0， 则 方程 


dn On 
rt" 


存在 值 域 为 《0,1》 的 波 前 解 的 充 要 条 件 是 : ”存在 p 一 了 p(9) € 
Cr 1 人 C300,1) 福 足 

dp 19 

do 上 

HOD = p01D) =0 

pA) > 0, qe€ C0, 1 
或 者 方程 


29 ~ 
ds f 


dp 2.6) 
守 = ch f(a) 


存在 联结 CO; 0) 和 (1; 中 日 高 于 {tq P10 二 4 之 1,， 了 之 00 的 
轨 线 . 
2.2.2 存在 波 前 和 解 的 必要 灯 忻 


求 波 前 解 即 找 出 所 有 " 值 使 (2.2) 有 解 、(2.2》 解 的 存在 性 强 
烈 地 依 束 于 C0,0) 和 各 (1,0) 平衡 扩 的 类 型 ， 
在 (0; 人 ) 点 与 C1, 0 点 的 线性 化 方程 的 系数 得 阵 分 别 为 


4(0, 0 — (_, ") 


1(0) 一 
0 1 
A -GD 一 
它们 的 特征 慌 分 别 是 


1 一 于 [一 <c 二 We 二 3470)] 
1 一 六 [一 二 vc — 41t1)] 


我 们 假定 (0) < 09。fC1) 关 0， 即 平衡 点 是 简单 的 . 

先 落 谍 (0,0) 点 。 它 有 以 下 铺 形 : 

1° 了 00) 之 0, ce: 守 4fC0) 一 一 两 个 同 号 的 实 特 征 信 . (0, 0) 
点 是 稳定 结 点 (ec > 0) 或 不 稳定 结 点 (e < 站， 究 使 (2.2) 有 解 ， 
必须 要 求 c 过 0， 

2? 了 (0) 之 0 一 一 两 个 蜡 号 的 实 特征 信 。(0, 9) 是 车 后 . 

39 ci 之 4f(0) 一 一 两 个 共 轰 复 特 征 值 , 《0, 0) 是 焦点 或 中 
心 。 这 时 (2.2) 不 可 能 有 解 . 

同样 的 情况 发 生 在 (1，07 点 。 

当 (0， 9 和 《1y 0) 都 是 结 点 时 ， 为 使 42， 2) 有 解 ， 必须 要 求 (0， 


二 村 


0 是 不 稳定 的 《ec < 0)，(1, 0) 是 稳定 的 《e 之 0)， 而 这 是 不 可 
能 的 。 因 此 , 仅 当 基 以 下 情形 才 可 能 有 波 讲解 ， 
{0,0) 《1, 0) 
《1》 结 点 - 获 上 fC 0 1 <0 ce < 之 0， 
440)), 
(2) 鞍点 - 结 战 (fC(0) 之 0, FC)0,c 记 0， 
ci 4F LYY., 
C3) 车 点 -鞍点 (fC0) 过 9,101) 之 0)， 
方程 (2.1) 的 单调 解 ,给 出 单调 上 升 的 波 肪 和 解 。 若 考 虚 
他 十 2 十 所 9 一 C2.7) 
gt(—00) = 1, g(t+0)— 0 
的 单调 解 可 得 单调 下 降 的 证 前 解 。 作 自 变量 替换 可 将 (2.7) 化 成 
《2.1), 因此 我 们 就 不 必 考 虚 它 了 ， 
对 于 责 - 结 情形 又 可 归结 为 结 - 蔷 情形 .人 帮 变 换 一 1 一 gg, 又 
令 区 外 二 一 入 1 一 49)， 则 (2.1) 化 成 
作 十 ez 十 大 的 一 0 
400) = I; T= 0 
因 甘 了 (C0) 二 了 0), 了 QD 二 了 (0)， 所 以 惑 - 结 情形 转化 为 结 - 蒂 
情形 ， 因 此 我 们 只 考虑 结 - 鞍 与 喜 - 烤 两 种 情形 . 


2.23 ” 初 慎 问题 的 正解 对 参数 的 单调 性 

在 讨论 波 前 解 的 存在 唯一 性 时 需要 先 讨 论 初 值 问题 
dp LHD 一。 
| p 


20) = 0 | (2.8) 
和 pg) >0 0<9Sg9EC0 1]) 

dp HD se 

do ? 2 

PC 一 4 (1) 


pg > 0 (gal eld, 1)) 


和 和 


的 解 对 参数 “ 的 依赖 性 . 
为 了 后 面 的 需要 ,我 们 讨论 更 一 般 的 初 值 问题 
(SE + /2 ~ er (qe (0, 6)) 
je 一 A (2.10) 
C=—1,2) 


St CD 一 一。 Cg € (Ce, 及) 
如 pi (2.11): 
ti 站 = Pp 


其 中 0 把 zc< 一 8 过 1. 
引 猩 2.25 设 当 5 守 0,， 当 eI<a+ 时 1 (9) 和 0,. 
叉 设 2 过 9 二 时 Py(q9》 满 足 (2.10) 且 px(8) 均 正 《 威 均 人 负 》， 
1? 当 ce: 一 cy a Hp = PG) (9 Ce, HN); 
2° oem pg) > Pg) (gE (oa, FB)). 
证 朋 
CP — py) 一 f(g) Cp 一 2) = 一 人 ci 一 cy 


Dp; 
两 边 先 以 
A 一 

| op «| tg) 

令 
Gq) 一 《pf9》 一 和 (97 有 9 

很 

SG ,hg), ge le, 有 

do 


=| ,— 一 人 , 则 lm Gl(g) = 0 
二 | Pre) pa) 4 安 数 ™ “一 91 


若 玉 收 敏 , 则 
Em ,C04) 之 0 人 人 当 和 三 ww 于 为 0) 


十 开 全 十 


地 站 市 所 


车 一 6 一 0， 则 
im Gly}=0 


ac = 0，, 好 站 《cy p) 
dg 
故 Cg) 天 0。， 即 和 8 一 pg). 
若 匀 过 cm 
,im CS 之 0 


£2 >0，96(e， 有 
49 
天 GL(q9) 盖 0， 闻 p09) 之 Pt9)，、49 tr,8)， 证 毕 . 

类 似 可 证 

引 理 2.2.6 设 习 60 当 P 一 8<9 之 8 时 f(g) 守 10， 
及 设 达 9 之 时 piCq) 满足 C2.11) 且 六 (49 均 正 (或 均 负 ). 

1 当 忆 一 3 多 一 六 时 pCa) 一 PC4) (gqg Ela,0)): 

29 沿革 (9) ) (Cd (er, Fp)). 

由 上 述 丙 个 引 理 立即 得 到 如 下 推论 : 

推论 2.2.7 设 je ci9,1]， 若 10) 二 = 0,10) < 过 0， 则 
《2.8 的 解 对 参数 < 是 严格 下 降 的 : 车 信 1) 二 0, 1) 之 0， 则 
《2.9) 的 解 对 参数 < 是 严格 上 和 开 的 . 

推 沦 228 车 go€ 00,1)， 当 ge(l0,40) 有 时 149) 夺 0 或 
当 gE (qos 1)》 时 fq) 空 0， 则 对 每 个 <，(2. 引 至 多 有 一 个 解 . 

推 沦 2.29 对 于 毅 - 竺 情形， 车 对 某 个 c 一 co，(2.3) 有 解 
PP 一 pCq9)， 则 对 Ye 守 so，(2.3) 一 定 无 解 , 

推论 2.2.10 对 于 结 - 鞍 情形 ， 车 对 某 两 个 一 c; (i?= 1， 
2 2.3) 有 和 和解 二 beif2]， fc 对 Ye (2.3) 必 
有 解 p 一 pA9). 

引 理 2.211 设 f€cCi[0, 1], 1) 下 0， fF (1) 二 0。 双 设 
ss 单调 上 升 ， lm ca 一 cr， 落 em 一 c。 时 (2.3) 有 解 zp,5q)， 则 


存在 极 人 也 


当 区 站 = 


lim pag) ~ p*(g) 
且 加 (9) 是 (2.3) 当 c = ce* 时 的 解 
证 明 ”由 (2.3) 得 
pr(g)dps 一 —copodg — Hq)dg 
ply 一 中 pe)dg — | fds 


仿 M. — max pa(g) 
于 是 存在 正和 的 常数 a 与 $6, 使 得 
二 MaM,+b 


因此 在 在 常数 M > 0 对 一 切 # 有 
MM 
Potq9) 单调 上 升 且 一 致 有 界 , 久 此 看 在 极限 
Him plq) 一 六 《97 
再 由 控制 收 售 定理 得 


> Pg) 一 一 5 | pC ds 一 [fdas 


PO) = pl1)=0 
Pg9) >0, 9€(0,1) 
因此 , 当 6 二 rr” 时 ，p*(g) 是 (2. 朱 的 解 。 证 毕 。 


224 结 - 萎 情 形 的 波 前 解 


先 在 结 - 竺 情形 下 考察 方程 《2.67。 

对 vec 关 0 (2.6) 无 周期 解 (ec 一 0 时 (2.6) 在 第 一 象限 也 无 
周期 解 )， 由 于 《ti，, 0) 是 鞍点 ,根据 扰动 理论 知 在 第 一 象限 存在 唯 
一 雪线 T、 当 5 一 十 时 它 从 左上 方 趋向 《1; 0)。 若 能 在 gp 
平面 的 第 一 象限 构造 一 个 区 域 ， 9 轴 王 的 10, 11 区 间 是 它 的 一 部 
分 边界 ， 使 得 了 始终 在 该 区 域内 ， 则 必 有 一 一 o 时 了 趋向 于 
0, 0) 点 。 我 们 将 用 这 种 方法 证 明 结 - 鞍 情 形 臣 前 解 的 存在 性 。 


* Hs = 


图 2-2.2 2-2.3 
定理 2.2.12 设 fecl0,1], 10) 一 下 = 0, 7(0)> 
oq, FAI) < 0 aeft0 1) 时 Ro)>0, 册 ec* 


-je 到 f(x) oe V0), 
使 得 t(D 在 在 波 前 解 wn 一 gtx 一 co) 满足 : 
4(—~00)=0, g++o0) 一 1 
的 充 到 条件 是 : <“ 志 o*. 

证 明 ” 由 必要 条 件 知 ,ec 三 0; 避 实 4C0)。 现 在 以 B8(0,1) 
为 旋 y 充 分 小 的 5 为 半径 作 加 , 当 # 充分 大 后， 轴线 在 此 辆 内 莫不 
与 O08 相 磁 . 

对 某 上 之 0， 作 直 线 p 二 wg 再 过 9 轴 上 的 号 1，0) 点 作 
oi 沿 了 倒退 回去 ;T 或 与 人 048B 的 茶 过 相 

磁 ， 或 者 当 习 一 oo 时 T 赵 于 原点 (图 2-2.4)。、 若 前 者 不 可 能 ， 
则 后 者 必 有 成 立 。 

在 T 上 9 是 严格 增加 的 ， 因 此 本 不 能 与 48 术 禹 《除了 瑟 

点 )， 又 存在 


mo = min A > 0 


{Di El 


于 是 gE 0, 1 一 sl 时 1(9) 实 mog， 由 此 可 知 , 取 mw 记 0, 使 
得 一 cpw 一 to 过 0， 当 set0,1— sl, 0 之 所 pwd9 加 
—ep— 9) Aerm— mao 


= 中 看 


4 ?0 
dp —ep— 1g) ~ 
所 以 了 也 不 能 与 08 相 诈 . 
在 余 边 04 上 ， 


其 中 
因此 在 04 上 


若 * 满足 


一 < 一 二 >p (2.12) 


则 轨道 不 能 从 上 到 下 穿 过 O04 边 的 ， 
这 就 证 明了 若 (2.12) 成 立 , 则 # 一 一 % 时 了 趋 于 结 扣 (0,0). 
《2.12) 可 写成 
证 cam 呈 0 


等 价 于 ， 1* 两 根 二 “二 和 全 一 名 是 实 的 。 而 且 2oz 在 它们 之 
间 。 令 < 满足 
cr-2 V0 (2.13) 


则 1 成立，3 nw 满 足 2?， 因 此 ,对 Ye 满足 (2.13); 则 (2.2) 存 
在 解 . 
现 进一步 证 明 存 在 最 大 的 传播 速度 oc*， 
—2 yD ee 2 VO) {2.14) 
对 cc” (2.2) 有 唯一 解 ，c 之 c” 诗 (2.2) 无 解 ， 
令 EEwmem {cj 使 (2.3) 有 解 的 jj。 显然 E 非 空 有 上 卉 - 
志 亡 


《一 2wf (0 ， 故 必 有 上 于 确 界 ， 记 为 c*。 由 (2.13) 及 必要 条 件 知 
它 满 定 (2.14)， 因 为 一 2Yv EE, 营 c* 一 一 2VYv 则 证 毕 。 落 
—2/ < ec*, 对 V2 y ee ， 则 各 在 ce EB er < 
<c*。 于 是 ce £ E， 最 后 只 须 再 证 c*€ EE. 

显然 ,存在 c, 音调 上 天 ,cso*， cn EB, 于 是 由 引 理 
2.2.11 敌 ce*+ & 请 。 证 毕 ， 

定理 2.2.12 中 的 学 称 为 最 大 传播 速度 ， 也 称 为 临界 波 速 ， 

车 著 虑 单调 下 隆 的 波 剖 和解, 我们 可 得 

定理 2.2.13 在 定理 2.2.12 的 条 件 下 ， 则 在 在 最 小 波束 cx: 


2 VFO < er 1p 


使 得 (DD 存在 波 前 解 ww 二 9494x 一 ea 满足 
qt) 1 (To0) = 0 


的 充 要 条 件 是 : 
Co Fy 

证 明 督 做 习题 ， 

下 面 进 一 步 考 察 最 大 (小 ) 传 播 速度 etey)》 对 冰 数 了 的 依赖 
性 以 及 波 前 解 趋向 结 点 的 方向 . 

定理 2.214 设 f， eeEeCTI0O，11，f 克 0 一式 1) 一 下 0) 一 
a = 0, FOOD>D0 PS0O weEt0 1) HD fn) ee 
gu), 


_ On du _ 8 
Be 57+ i 与 包 SE + gs) 


的 最 大 传播 速度 分 别 为 cr 与 叶 《 最 小 传播 速度 分 别 为 cw 与 
C48) 碘 
ct CC Cap) 
证 明 留 作 练习 ， 
定理 2.2.15 在 定理 2.2.12 的 假定 下 , 则 当 ec 一 crfe > cs) 
时 0) 的 信 域 为 (0, 1) 的 单调 上 升 ( 下 降 ) 的 波 前 解 在 结 点 (0, 0) 


号 闻名 


全 
站 J 廊 冉 是 


| 一 一 l/r 

75 了 一 也 加 4f 0) 

dp el /ar 

(2 2 ZV° 0) ) 
证 朋 留 作 练 习 ， 


2.2.5 ” 鞭 - 鞍 情形 的 波 前 解 

对 于 鞍 一 圣人 情形 ,至 多 有 唯一 的 c 使 得 (ID 有 波 前 解 ， 其 值 
域 为 (0,1)。 因 此 ,必须 采用 不 同 于 前 面 的 方法 来 讨论 这 种 情形 . 

定理 2236 设 feci0, 1}, 70 二 1f(1) 二 0, 了 (0) 到 
人 ,11) 二 0， 了 在 (0, 1) 只 有 一 个 誉 点; 则 (D 存在 唯一 的 波 前 
和 解 # 一 gCx 一 ef) 《 即 唯一 的 c 信 ) 福 足 : 

了 (一 co) 一 0，4(-Hoo) = 1, 

证 明 《0,0) 是 鞍点 ,由 拢 动 定理 知道 在 第 一 象限 存在 一 条 轨 
道 T,.， 当 一 一 co 时 趋向 原点 . 

若 轨 线 离 开 诛 点 某 邻 域 与 ?= 二 0 轴 有 正 距 记 ; 凤 pp 守 a 记 0， 


则 < | el， 即 公有 界 ,因而 FT。 是 有 界 的 ， 
设 <<0. 记 加 是 在 (0, 1) 中 的 零点 , 则 当 ge (C0, ge) 
时 大 9) > 0, 


4 一 -人 9 10 
三 如 让 全 


(g (0 3? so]) 


若 5e (gos 1] 是 第 一 个 使 山 = 0 的 点 , 则 


PK(5) 一 a > plqo) — plqo) — p(0) 


一 PEP 六 | cg 
于 其 


虽 情 筷 下 


HZ = |e]28 
当 |ce| 充分 大 时 这 是 不 可 能 的 ， 因素 ， 当 ec 三 0，|e| 充分 天 时 ， 
zka) 在 [0 1] 严格 上 升 , 故 必 与 
B84 相交 (图 2- 工人， 
取 常 数 六 盖 0, 在 线 眉 ?二 
一 天 9 一 1)00<s9 安 1 上 ， 


dp 1g) 1) 
da 一 天 (3 一 1) 


— 1 prs _ 
5 十 f(s) < KK 


图 2.4 当 < 充分 大 时 。 因 此 ，< 是 充分 大 
正 数 时 ，Fe 必 与 ? 轴 相 交 ， 
令 
5 一 {cjT. 与 08 相交 1 
显然 ,E 非 碰 有 下 界 , 必 存在 下 确 界 co = inf B. 于 是 存在 单调 下 降 
序列 cs，lim ea 一 cos 因 障 ae 《习题 2.7), Pf 与 08 


区 于 49 ，4c, 守 1， 进一步 证 朋 9。 一 1， 
记 了 + 在 C0, 1) 的 唯一 零点 为 go 车 9。 三 1， 则 比 co 小 一 点 


的 c， 名 至 少 有 两 个 零点 4。92 € C0, 1)， 


4 《2 15) 
dd “ pgi) 
{i= 1, 2) 


且 满 足 有 < 8， 站) 产 区) > 0. 由 于 解 对 参数 的 连续 依赖 
性 (证 朋 可 参见 LAW ，21])， 
lim 9 gn lm plg) 一 0 
车 9 图 2-2.4.》 
由 《2.15)， 
{19) 一 — ep) {2.16) 


a 


令 上 一 5 一 4; 得 A900) 一 0, 放 9 一 4% 由 名 六 WH， 折 以 
1922 之 0， 由 (2.16) 往 ce 过 0， 再 由 (2.15) 得 了) 之 0。 因为 
了 一 用 充分 小 时 其 的 过 人 0， 故 《0， 91) 中 还 有 f 的 零点 ， 但 这 是 
不 可 能 的 ， 因 此 9 一 1。 证 上 毕 .， 


2.3 Oa) 一 #(1 一 (xz 一 42)(0<a<<1) 时 单调 与 


非 单 调 行 波 解 的 存在 性 
本 节 考 虑 一 个 特例 
Ou Bu ll Cn 
Er EF Cl jt a) ‘3.1) 


其 中 0 三 zz 过 11， 此 人 处 wy 二 ww(1 一 和 (x 一 4)， 

因为 OD 二 1D =0,7(0) 一 一 0,f(1)=a—l1< 
0， 当 0 之 g 之 za 有 时 六 之 0， 4 过 ww 之 1 肝 (#4) 之 0， 这 蚌 
炽 - 蓉 情形 ,所 以 C3.1) 存 在 唯一 的 值 域 为 (0. 人 站 的 波 前 解 x(x, 让 一 


glx 一 c(t。 因为 | fDd 一 十 《一 24)， 所 以 车 0 < 之。 < 十， 
则 oc<<0; 着 守之 a 过 1， 则 >0; 若 a ~ 浓 ， 则 je 一 0。 但 


是 这 时 上 有 三 个 乔 点 : ,4,1, 是 否 50,0), C(x, 0)，(1, 00) 两 两 
之 间 都 可 连接 成 (3.1) 的 行 波 解 呢 ( 单 调 的 或 非 单 调 的 )? 因此 ;我 
们 要 寻找 行 波 解 wlx,j 一 9Cx 一 ct) 使 得 9( 土 oo0)€ {0,4a,11 
4 满足 的 方程 是 


4 十 cg 十 3 一 9 一 四 一 人 0 (3.2) 
作 变 换 9 二 1 一 9*， 合 我 们 可 以 只 考虑 0 二。 声 四 的 情形 . 作 
自 变 最 奉 栅 & 一 一 #4。 使 我 们 可 以 只 考虑 < 关 0 的 情形 。 
2.3.1 奇 点 分 析 与 各 种 可 能 的 情形 
(3.2) 等 价 于 


s 9 = 


4p, = 1D DD— ep 
它 在 (9, 有 处 的 线性 化 方程 证 为 


dn ,4 ,0 
a (4s 0 


Re 
Ap-( 
1 V+ 


故 《0, 0) 是 鞍点 ， 


0 1 
Au 0) = (es —1) —e ) 
其 特征 报 
一 < 十 MW cz da(l — a) 
2 


A ly 一 


故 当 对 关 4 人 一 a) 时，key 的 是 结 点 , 又 < 盖 0 有 时 是 稳定 绪 
点 ， 当 cc<48gl 一 am0 时 人 aa 0) 是 稳定 焦点 ,c= 二 0 
时 《ze。0) 是 中 心 ， 

同样 地 ,考察 At1, 0)》 可 知 ,tl, 站 ) 是 鞍点 ， 

上 述 鞍 点 邻 域 的 图 形 见 图 2-3.1， 


p 


隐 -3,.1 


好 和 


因为 6 汪 0 时 gq( 一 00) 严 4400) 且 (a, 0 是 稳定 的 ,所 


以 只 可 能 秀 出 现 以 下 情形 : 
94(—00) qC-+o0) 
个 a 
1 0 
1 


当 c 一 0 时 可 以 出 现 (一 0) 一 弛 十 0》 的 情形 ， 


2.3.2 ce 一 0 的 情形 


当 5 一 0 时 (3.2) 是 保守 系统 . 
9) 二 4949 一 27)Cl 一 息 ， 所 以 势能 
4 1 ， 1 
Pq) -1 一 一 二 站 十 二 人 十 DY 一 二 
因为 FC9) 一 1g), FON 二 39 中 2 ga 0,0, 
i FC =1i(g) = 0, FD=—a <0, F(a) ~ atl— 
a) >>0，F"(1) 一 2 一 1 < 之 0, 所 以 容易 于 出 能 量 掀 线 一 


FK 的 。 从 而 可 画 出 < 一 0 时 (3.27 的 相 图 ( 当 0 < 一 子 时 中 


ss 4 


图 2-3.2, 当 a 一 二 时 读者 自己 画 出 相 图 ). 
因此 ,< 一 0 时 (3.2) 有 无 穷 多 个 局 期 解 ;, 当 0 之 a < 这 叶 并 
4d —00) = 9{+00) = 0 
当 z 一 = 时 请 读书 给 出 结论 . 


2.3.3 _e>0 时 各 种 可 能 情形 化 为 统一 的 形式 
现 只 须 考 察 
g Tt 证 gl 一 9)(9 一 4a) 一 0 
1 ， 
(< > "， 0 < a ) (3.2") 
C32) g(t—00) = 0, 4(+00) ~ a (A) 
(32Y) gl—00) =1, 9+) 一 (BP) 
{3.2”) gto0) OO—1, g++) = 0 (CC) 
现 将 它们 化 为 续 一 的 形式 ,; 即 w( 一 50) 二 1, w 二 0) 一 0 


对 (A)， 令 ww 一 二 (a 一 有)， 则 (A) 化 为 
wo ew FF alo aw — wl TF rw) 一 
{wy =1, wt)}=0 


其 中 了 一 二 ee 《9,1 对 (B), 令 w 一 了 二 《9 一 0)， 则 CB) 


也 化 为 (3.3); 但 其 中 7 一 -一 [1, 十 coy。(3.3) 方程 两 边 同 


?33) 


除 以 atl 一 a)， 再 令 了 一 Vall 一 oO)E 得 


dw ,dw _ 
|. 十 本 十 1Cw) 必 C3 4) 


wt—o0)=1, wl) 一 0 


其 中 fw) 于 ww 0 一 wy) (1 +Yw)， :7 二 一 ve C0,” 


本 刁 4 = 


十 oo)。 下面 以 “代替 2 


2.3.4 显 式 解 


现在 对 
f” ew wl — {ltrYw)=0 
ii 一 37 = 1, w+oo)=0 
的 某 : 值 求 出 显 式 解 . . 
邻 = Ww 一 wlw 一 1) 多 之 0 是 待定 的 ， 则 | 
v= Hr Rwlw D2w — 4) 
将 内。，uw” 代 人 (3.5) 的 方程 式 ,比较 系数 得 


C3.5) 


Rk 


册 解 
dour _ yy 
a hwtw 一 了 7) 
得 
w 一 《1] 一 Bbc 本) 上 为 任意 弟 数 ， 
不 计 自 变量 的 平移 ,可 取 
wr 二 1 十 eV A) 
用 类 似 方法 可 求 得 , 当 。 一 V2 (圭一 a) 时 
人 二 ec 十 3 一 的 人 一 呆 一 和 
入 一 20) = 1, 4+%m)=—0 
有 解 
q= (14+ eM) 
2.3.5 ” 结 - 和 蒂 与 靶 - 较 情形 的 涉 前 解 
当 YE (一 1, 十 0) 了 时, 令 ww) 一 wll 一 wi(l 十 ?7w), 则 


第 多 守土 


(3.5) 是 属于 结 - 靶 悄 形 且 fw) 之 代 E《0。1))， 做 自 变 最 替换 

后 利 册 定理 2.2.8 得 知 , 存在 最 小 速度 <， 当 之 对 (3.5) 训 音 

调 下 降 的 解 ,而 “所 < 时 (3.3) 无 单调 下 降 的 解 . 直面 来 求 6。 
再 《2.14? 得 


1 一 了 (03 之 昌 站 < sup 1Cw) 一 sup G(rw) 
1) hl 


其 中 Go) 一 (人 1 一 or)C1 十?YwY， 易 知 ， 
1 (rEtm1, 1)) 
GW) ET yell, +00)) 
4 


四 册立 即 得 到 
c=2 (YE《( 一 1，1]) 
当 > 一 2 时 对 < 一 2，(3.3 有 解 ( 显 式 解 ), 故 “< 和 2， 又 c 之 2， 
于 是 (一 2。 当 1 三 7 过 2 时 4 对 7 增加 ,所 以 随 7 增加 ， 因 
而 二 2。 这 就 证 明了 
C= 2 {lA2) 
对 7 之 2， 考察 2 时 (3.57 的 解 


27 


秘 一 《1 十 eV “一 
出 
人 ee Y 


一 lm 一 一 材 亡 


下 dw rex fe - 2 
若 cs 之 2， 则 wt5) 到 达 (0， 0 的 方向 应 席 足 


de CH 1 /i 
dV 
de 2 2 ™ 


1 + 了 
mu 一 一 了 PE 一 
3 vey 4 了 避 7 


当 .Y 之 2 时 此 等 式 左 边 为 正 , 而 右边 为 负 , 政 矛盾 .因此 ca 一 和。 
以 上 证 明了 (3.5) 的 最 小 速度 


二 


即 


2 《一 1 <yY< 委 2 
E 一 1 了 十 二 《7 > 2) 


再 回 到 (A》, (8B) 去 , 令 


=2Vall —a) 
(Fav (10<e 么 工 
一 | < (3.6) 
1 T、 
co (s<e<7) 


(A), 因 为 7€ C0, 1]， 所 以 (aa) 的 最 小 速度 


cc 一 2 .AAAefl 一 o ce 
对 于 (CB)， eril,+%). 当 0<a 世 二 时 ,re [2， 


00)， i ye [1, 2]。 所 以 (B) 的 最 小 速度 


3 


| Mad Tay (<e<i) 
. 1 1 
cr* (s<e<7) 


对 于 (CC)， 这 是 芝 - 鞍 情形 , 它 有 唯一 被 前 解 , 且 已 经 算 过 , 当 
< 一 V2 (二 一 4) 时 《C) 有 单调 解 

说 结 上 面 的 讨论 我 们 得 到 

定理 23.1 设 oo, c* 由 (3.6) 给 出 ， 0< ei 则 

1° 当 < 汪 co 时 (3.1) 有 单 汤 下 降 的 波 前 解 ntx, 让) 一 4(x 一 
ci) 满足 


7 志 


2 一 2) 一 1， KRTToo) 
2 当 c 守 ec* 时 (3.1) 有 单调 上 升 的 臣 前 解 2 昌 一 GE 一 
cf) 满足 
qt—00) 0 4+o0)—a 
3 《3.1) 存在 唯一 的 波 前 解 w(x,1) 一 4Lx 一 < 满足 
gt—00) 一 1 (t+c0)=0 


其 中 ‘~V2 (二 一 路 


2.3.6 鞍 - 焦 与 靶 - 结 情形 的 非 单 调 行 波 解 


当 0 之 cc 之 co* 一 2Ma(l 一 4) 时 ,对 于 点 (9,0)，(as 人 中方 
程 (3.1) 属 于 通 - 焦 情形 ， 
定理 2.3.2 当 0<e< 一 cx 时 ,(3.1) 有 概 动 的 行 波 解 
了 YY 4) — gx — ct) 
满足 : 
4C(—00)—=0, 4+0o0) = 
证 明 由 于 ec 关 0 时 4 (一 00) eg 十 0)， 利 用 引 理 2.2.5 . 
和 3 引 理 2.2.6 及 相 平 面 上 的 独 江 (图 2-3,3) 可 得 证 . 
得 看 嚼 一 种 情形 ， 对 于 点 (ly 0 Gas0)， 当 0 二 cc 
时 方 程 (3.1) 属 于 艇 - 焦 情 形 , 而 ec > ce* 时 则 属于 畔 - 结 情形 。 
令 一 V2 (二 一 <)， 并 注意 以 下 不 等 式 : 
ce {Da 人 a) 


CI eco (a<a<i) 


1 
= eo 人 < < 了 寺 ) 


= 2 
其 由 了 一 {1 -An 《图 2-3.4). 
定理 23.3 42 当 上 <ce<cr 时 (1 存在 振动 的 解 u(x， 


时 人 和 


图 2-3.3 


让 二 9tx 一 c1) 满足 。 
4(—0)— 1, 4-H207 一 4 

25 当 max (es treecr 和 时 (5313 存在 解 #(Cx, {) == 
F(x 一 ct)， 潢 足 : 
| Jt—00) 一 1 #9) 一 4 
而 且 8 音调 递减 到 荣 个 小 于 的 正和 值 ;然后 单 油 递增 , 当 三 一 十 2 
时 2 趟 于 a. 

证 明 1” 由 于 ke, 0) 是 焦点 ， 由 引 理 2.2.5 和 引 理 2.2.6 让 
图 2-3.5 可 得 证 . 


证 明 2” 由 于 (4,0) 是 结 点 ,由 引 理 2.2.5 和 引 理 2.2.6 及 图 
2-3.6 可 得 证 ， 


图 2-3.5 图 2-3.6 


和 


24 评 注 


许多 化 学 和 生物 学 现象 都 呈现 振动 现象 以 及 扰动 以 有 限 速度 
传播 的 现象 .而 形 为 s(x; 站 一 WCx 一 cf) 为 简单 计 令 #2 一 1) 
的 行进 波 正好 能 表现 这 两 个 性 质 。 因 而 研究 反映 众多 化 学 和 生物 
学 中 数学 模型 的 反应 扩散 方程 的 行 波 解 的 存在 唯一 性 和 稳定 性 其 
暨 自然 又 重要 的 了 ， 

若 证 一 1《 副 对 单个 的 反应 扩散 方程 ) 本 章 马 经 给 了 详尽 的 说 
明 ,其 主要 方法 是 相 平 面 分 析 的 方法 。 本 评注 主要 对 严 15 即 方 
程 组) 的 情形 ,给 一 个 简要 的 说 和 明 。 

为 简单 计 , 令 m 一 2， 即 要 求 


| 
2 a DE fy, 的 
: Dx 


Dr iy 
Br 一 中 Beri 十 lus v) 


的 形 汶 wx; 站 二 (x 一 vx 二 v(x 一 cf) 的 解 。 若 令 
Ex ct, 一 全 把 yx eu} vr vE) 
代 人 人 (1) 得 z 


《了 


a 上 + ， 
| ™ 人 bln v) (2) 
dr” 一 一 cy — hln, v) 
若 令 # 一 上 po 二 zg， 则 得 
# 一 ww 
， [a 1 3 
| 人 
型 = 
—e 
一 一 -3 一 一 »# 
多 2 fts ) 


这 是 一 个 四 个 一 阶 方程 的 常 微分 方程 组 ， 相 空间 是 四 维 的。 同样 
可 以 求 得 奇 点 为 


= O00™ 


一 站 


hl, 0) 一 0 (4) 
= 人 0 
hln, 1) -= 0 


的 解 《ws py zy s) 一 〈zs 0。 0。 行 波 解 只 能 是 连接 相 空间 中 
两 奇 点 之 洞 竟 亏 道 . 设 这 样 的 两 个 奇 点 是 (th ty 0, 0), (11> v1, 
0，0) ,因而 求 行 波 解 就 是 求 


(3) 一 四 之 EE 年 00 
(ws sa ee = Cs Ds 0) (5Y) 
(Hs sw Sess = (Hs 11 0, 0) 
的 解 ; 这 也 相当 于 求 
(2) 
| vt) | eco = (Ms 1), (aa Vim — (my Hs) (6) 
(ws v0) |New — (0 0) 


汐 解 . 

求解 65) 的 困难 在 于 现在 的 相 空 间 是 西 维 的 ,不 象 二 维 祖 空间 
那样 出 于 有 Poincare-BendGixson 定理 ， Liapanov 稳定 性 定理 等 
强 有 力 的 结果 ， 使 求 行 波 解 的 阿 题 变 得 比较 容易 。 人 得 是 由 于 实际 
间 题 都 是 方程 组 而 不 是 单个 方 在 。 因 而 不 少 人 正在 致力 于 (5) 和 
《5) 的 求解 。 现 在 把 (5);(6) 求 解 的 四 种 方法 簿 述 如 下 : - 

‘一 】 打 对 法 技巧 结合 对 奇 点 的 稳定 流 形 和 不 稳定 流 玖 具体 
分 析 ， 应 用 常 微分 方程 的 有 关 结 果 或 拓扑 学 工具 可 以 证 明 行 玻 解 
的 存在 性 ;参看 [Du。 FTr, Ty] 

(二 》 渐 近 分 析 方 法 《奇异 报 动 法 )， 这 种 方法 常常 依赖 于 基 
个 参数 E。 汶 其 体 起 册 令 


和 而 要 求 的 行 波 和 解 是 形 为 
Hrs 一 
vx tf) = vt — Eci)y ES=x— eci 


于 是 (6) 成 为 


" 卫生 二 


3 人 ”十 eg 二 jiws #0 


, , (—00 EL 二) 
”十 egg 十 让 天 可) 一 了 


(7) 


wy Vem oo 一 长 二 wi) im, HO) eye = (1 v2) 
Cv) |r —= (0, 0) 
把 解 一 oo 到 兰 天 十 oo 上 的 边 值 问题 (47 化 为 解 一 oo < 之 所 
0， 和 0 三 上 之 十 co 上 的 这 和 值 问 是 ， 为 表示 解 依赖 于 s， 记 
HH HCE, 8), v= vlE, EE) 
令 
#0s 5) 一 4， 4 行 定 
vt0, E) 一 上 ke) 
EY) = wo 十 tm8 二 m8 十 rE? 十- 
四 0 1 7 等 定 
设 {cs} 给 定 ，cfe) 一 co 十 < 十 :十 ce 十 … 我 们 求 (六 
的 形 为 


ulE, E} = U(E, 2)+W 人， =】 


。 C8) 
ve — VE, 6) + Y (2, 6) 


的 解 , 可， ， 未 ，Y 芭 有 关于 8 的 军 级 数 展开 , 代 人 (C7) 比较 8 
的 系数 得 一 系列 二 阶 微分 方程 的 边 值 右 题 ， 可 以 证 明 它 们 的 解 存 
在 ;于 是 我 们 就 形式 地 求 得 了 形 为 (3) 的 按 6 的 办 级 数 虹 开 的 形式 
解 。 半 于 渐 近 分 析 尘 的 细 市 可 参看 [Fit，2]. 

(三 ) Conley Index 方法 .(1) 的 解 w(x¥; 1)，p(x, 2》 在 天 
当 的 Banach 空 阐 中 可 以 看 成 是 一 个 半 演 内 而 避 以 用 拓扑 学 中 
有 关 理 论 米 处 理 。 主要 的 思 短 是 利用 Conley Index 的 同 伦 不 变 
柱 , 把 方程 组 "保持 指标 不 变 地 ”变换 到 一 组 "标准 方程 组 ,而 该: 
准 方程 组 的 Conley Index 是 容易 计算 的 ， 从 而 证 明了 行 波 解 的 
存在 性 。 而 关键 是 确定 孤立 区 域 . 有 兴趣 的 读者 可 参看 [Ga， 
Sm j。 

(四) 把 行 波 和 解 看 成 有 限 区 间 [ 一 a; al (4 之 0) 上 的 解 
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《asfE)。takE) ce) 当 a 一 十 oo 时 的 极限 . 即 首先 解 
{> —a En C9) 
加 上 在 一 二 处 “合适 的 边界 条 性 

(9) 是 有 限 区 间 [ 一 a, a] 上 的 边 值 问题 ,条 对 于 《一 00, 00) 上 的 边 
值 问 题 ， 它 的 可 解 性 方 荡 可 能 多 一 点 。 慨 设 (9) 的 解 是 (w,(&)， 
vkE) ,ec), 而 且 设 对 任意 2 守 .0 充 分 大 (93) 都 有 解 ， 

如 果 能 对 解 (nCE)，s,LE)，e》 作 出 很 好 的 先 验 佑 计 , 那 就 
有 可 能 证 明 当 < 一 co 时 从 (wo(E)，w,《E)，e》 中 可 手 出 一 收 合子 
字 列 而 极限 函数 《wx(E),v(E),c》 (一 00 之 吉之 十 co) 正好 是 (6) 
的 和解 ,从 而 证 明了 行 变 解 的 存在 狂 . 

这 种 方法 的 好 处 是 为 计算 提供 了 方便 . 

关于 这 种 方法 的 细节 可 参看 [BNS, YW1, 

关于 单个 反应 扩散 方程 行 波 解 的 稳定 性 , 已 经 有 有 了 很 好 的 结 
果 , 见 [AW, Br, FM 1-2, Fif 1-2, Hag, Kag, OR, Sm,Ucl; 
关于 反应 扩散 方程 给 的 行 玻 解 的 稳定 性 的 妍 究 也 有 了 一 些 工 作 ， 
例 【开工 ].。 

另 一 个 很 有 意思 的 问题 是 当 * 一 十 o 时 
《17 《一 ce < 到 十 o， 5 人 10) 

tc 0) 一 HoCx), ez 0) = h(x) Lr) 
的 解 w(x 7，pCx, 个 和 (1) 的 行 波 解 zx 一 C2)， v(x 一 ?四 之 
间 的 关系 。 当 |x1 > 00 w(x)，mw(x》 的 行为 不 同时 ,w(x,)， 
vtx，1) 趋 于 不 同 波 速 e 的 行 疲 解 su Cx 一 0 门 ,， v (x 一 5 人 )， 有 
关 这 方面 结果 的 一 个 概述 可 在 MMit1 中 找到 . 


习 题 二 
2.1 证 明 热 传导 方程 


Bi Hin 


一 二 


不 存在 非常 驶 有 界 行 证 解 ， 
2. 和 ”考察 Burger 方程 


» 103= 


dr Dr 卫 寻 中 
-- ny = 
rr 


ar x? 


C—O om {0) 


Pr)p Cr) = + Cx) 
1” 导 出 行 被 解 = qx 一 cf) 与 平衡 解 pLtx) 的 关系 . 
2 求 出 # 二 gz 一) 及 sz( 圭 0). 
2.3 证 六 EC[o1] 当 Et 414) 于) 之 tw) 存在 85>0。 当 
0<1—6<u 世 1 时 (On) 守 0， 及 设 fi:(9) 满足 


2 十 fta)tpi 一 一 


piti} 一 站 
pel>o (Em GQ=1,2) 
求证 : .CDP CD Eta,, 1). 
2.4 证 明定 亚 2.2.13， 
2.5 征明 定理 2,2.14. 
2.6 证 明定 理 2.2,.15. 
2.7 设 feCto,1]， AD) 一 0 了 O00) 之 8，c。 单调 下 降 ， im 一 


及 相应 的 平衡 解 汾 程 


4” 震 [9, cHo, 1]， pce ECE0, Bj] 人 C0, 2)、 丰 (0,89 均 正 且 
满足 


dp | 9) v 
一 一 一 十 i oo —e 产 。 b 二 性 
2 py Cp.(0) 一 0 


和 十 1 ——* (0H) 
Pd) = 0 {a fo EL0, AA) 
pl9) eID ,BIN C0, p) 
存在 唯一 和 解 p*tq) 且 
lim _p.(9) =p{o trelo, 8 


2° 若 [0, B11cC[o; 1]y tp.Ca eco, BINOCO,B.); 在 {0, 8.) 上 
均 正 旦 满足 
现 十 Hq) 一 —ep 
ds 让。 
0) = p(B.) = 0 


+ 04° 


求证 存在 极限 tin 6. = 8， 站 证 中 
dP Hg) es 
Hg T p 
外 0) = 0, PAB) = 0, pq)>0 
(a ern, By 


Pay ECLO BIN CD, i 


寿 在 唯一 解 . 
2.8 讨论 方程 
“十 EL 一 人 一 圭 ) = 


是 否 存 在 解 # 舍 ) 满足 ， 
q(t to0) elo, 村， 1} 


问 有 用 个 这 种 解 ? 
2.3 证 明 方 程 

[sti Dre 3 

ri er 二 


1” 在 在 唯一 平衡 解 gfr)y 满足 ;gf 一 o) 一 一 1 Pt00) 一 1 存 


在 唯一 平衡 解 wx) 清 足 : Pp 一 50) 一 1， YP) 一 一 1. 
2” 存 在 波 前 解 # 二 4tr 一 的 满足 红 一 0) 一 0 二 co 一 1 的 帝 


村 条 件 是 c 志 一 2.。 
3” 存 在 唯一 波 前 解 # = 4(* 一 5 满足 : 4 一 9) 一 一 1 红 十 co) 一 


1。 你 能 否 求 出 这 个 小 前 解 ? 
4” 当 一 2<= <0 时 部 在 振动 的 行 被 解 x = gl# 一 只 满足 : 


和 一 0 一 0 4+})=1 


二 二 本 本 二 


第 三 章 ”基于 最 大 值 原 理 的 
比较 方法 及 其 应 用 


3.1 最 大 全 原理 


讨论 权 圆 型 与 狐 物 型 方 理 的 一 个 重要 方法 是 所 调 比较 方法， 
它 的 基础 是 最 大 全 原理。 本 攻 引述 权 圆 型 与 抛物 型 方程 的 最 大 慎 


原理 (个 给 出 证 朋 》. 
令 
La 一 一 = arlxy) . a 证 
+ BD hile) YE Creg) C1.1Y 
Bu— a du 4 osure HO0) C1.2) 
Bn 


这 里 8CR* 是 有 界 光 请 的 开 区 域 〈 例 如 边界 39 €E C7*), qijs 
ECIN)， 一 工 是 8 上 的 一 臻 椭圆 算 子 . a,5 是 

(C1) a 一 0, 5 一 1; 或 (2) a=1],， B(x) 守 0, Bb(x)E€ 
C(0020). # 是 2 的 外 法 向 ， 

引 理 3.1.1 ( 强 最 大 信 原 理 》 设 当 weE C0)NCC0)xzE0 
时 

ctx) 宇 0， 有 有 异 : Lu 十 ct 所 0 守 0) 

若 # 在 品 达 色 它 在 总 上 上 的 最 大 值 导 (最 小 值 办). 当 ct 壮 0 时 ， 
族人 0 Cm 所 0)， 则 #5 恒 汶 常数 ， 

推论 3.12 设 weECIO)MCCO0), re 时 Ly=0,. Mw 
一 定 在 898 了 到 到 其 最 太 值 和 最 小 秆 ， 

若 对 WPE 68, 习 : 球 35 在 PP 上 扩 与 398 相 氏 ， 除了 点 外 SC9， 


* 06 = 


称 88 有 关切 球 性 原 . 当 38 € CW 时 一 定 有 内 切 球 性 岳 。 
引 理 3.1.3 (导数 形式 的 最 大 值 原理 ) 设 当 wE CQ) 门 
CO), x*EQ 时 
ctx) 守 0， 有 界 ; Lg 十 ctw)n 所 (这 们 : 
2“ 在 Pt 890 达到 最 天 值 M( 最 小 值 站)， 当 ct 挝 0 时 对 六 
0m < 忆 0)。 又 设 90 有 肉 切 球 栓 质 。 着 = 不便 为 第 数 且 38 | 存 
在 :其 中 = 是 638 的 外 法 向 , 则 
Bu 
dn 
由 上 述 引 理 可 以 证 有 明 下 面 两 个 引 理 . 
引 理 3.1.4 设 x*EQ 膨 clw) 之 00， 有 界 , 又 cz) 与 5(x) 不 
同时 恒 为 零 ， 当 B84 中 4 二 1! 时 有 义 设 39 有 内 切 球 性 质 ， 若 n(x*) 
满足 


> 0C<0) 


Lx cin 人 0 (ren) 
Bus>0 (x € HDD) 
* 与 相应 的 椭圆 边 值 问题 的 古典 解 月 租 同 的 光 浓 性 , 则 
Hfx) 0 (x £0) 
又 若 w(x) 天 0， 则 
Hix 0 《YE 人) 
引 理 3.1.5 设 we€ C4) 由 CC8), 满足 : 
Lu f(r, H) 《ze 名 
如 站 (rEDDQ) 
2 0 《xE 吕 ) 
若 fjECKB x R), Kx, 0) 2 0(x EQ), 则 
u(x) > 0 (xENQ) 
引 理 3.1.4 与 31 理 3.1.5 的 证 明 留 做 习题 ， 
常 著 虚 的 最 简单 的 Lx 是 一 AMa > 1)。 一 wn 二 1), 
现在 令 
Ln#=— >, asls,t) Ou 


i, j=1 Bry Bx 


" D7" 


部 并 . 
十 站， 让 rt 一 1 .3 
之 《YY 人 Bz, (1.3) 
Ds 
i = DE + Lin C1.4) 


Dr 
Or—a x C0,T1, Sr—=80 x C0,T] 
Ox (0,0), So = 8 x (0, 十 co 
其 中 aitx ,站 ,B(xs 1 们 EE CL8Y7)， 一 雍 是 @r 上 的 沁 均 算 子 . 
Bn = = 5 + blx, Vu, (x, NE Ss (1.5) 
其 中 ceiflg 一 0 61 或 (2)g 一 1, B(x,1 守 0, 
引 理 3.1.6 设 wtx, 六 €E CTO7DNCLYrYCC”， 即 对 《属于 
cz 对 + 属于 CD 当 (+ 站 EQr 有 时 cl(*,71) 守 0 有 界 且 
EH er a0 
浒 三 Or 上 x MC) 且 了 村 2 EQr 二 得 民国 0) 一 
Mntr, 区 一 m), etx, 站 半生 时 和 完 人 wr 0)， 则 在 已 ， 
上 
的 
引 理 31.7 《和 司 数 带 式 最 大 值 鹿 理 ) 证 wn(#, 2) EE CY Or)Nn 
C (Yr), Cr DE QT 阿 ctx, 站 半 0 有 界 且 
nt cr, uO (0 
若 习 (x, E99 x [0, TT] 使 得 # (1X, 六 ) = x #3, = 


ME 六 一 min (ts 1) = mm) 在 Qr wy(C> mn), 
?7 


cx 站 和 0 时 以 守 0(m 攻 0 义 着 38s| 枪 在 ,其 中 # 为 


Dn 1iz.+) 
832 的 外 法 向 ; 88 有 内 切 球 性 机 ， 则 
Du 
Bn 《全 :71 
引 理 3.4.8 设 hzyt 在 @r 有 界 ， 扩 xy，t 满足 
ihr uO0 【Kx 了 Eggr) 
Hn 2 OCer, ty Ee Sr) 


> 0 (<0) 


二 站 各。 


ur 0 0 CXEQ) . 
#t*, zt) 与 相应 的 抛物 型 方程 的 初 边 值 问题 的 圳 典 解 有 相 泣 的 范 
滑 性 , 当 Bw 中 a 二 1 时 叉 没 69 有 内 切 球 性 质 。 则 xz 切 守 0 
C(x 1 EQr), 又 荐 w(x, 0) 0 zeEG7， 则 wlx,s) > 0 Ctx, 
1) € O07). 
证 明 令 # 一 ve*， 取 充分 大 使 得 cc 一 a -十 0， 则 
wnt hn= [yt (at jr]e” 完 0 
a 
yt ev, NE Or) 


Biv 0((x, 1) € S7) 
vx, 0) 0 (x€0Q) 
现 可 证 min vx 站 一 zw 守 0。 若 直达 0, 则 由 引 理 3.1.6 与 引 理 
了 


3.1.7 得 矛盾 。 因 此 ”> 闻 0, 内 而 # 守 00Cz, E07)， 现 设 wx， 
00) 半 0 即 vtx, 0) 半 0, 若 存 在 (x EQr 使 HK 12 一 让。 
其 上 忆 扩 6 一 0 一 min vtx,7)。 由 5 引 理 3.1.6 得 予 目 ， 因 此 


ver, > OF, EQr) 即 Cr, 7 > 0, 证 毕 。 
王 述 未 证 明 的 引 理 可 参见 [PW1. 


3.2 公信 定 理 ,线性 问题 解 的 
存在 唯一 性 及 估计 


线 较 方法 的 另 一 基础 是 能 人 定理 及 线性 问题 解 的 存在 唯一 性 
与 估计 。 本 节 引 述 这 方面 的 结论 . 


3.2.1 几 个 函数 空间 
记 了 G1), 1 二 六， 其 中 届 为 非 负 整数 ， 广 
义 导数 


时 109 = 


Be 
Dinx = 


wt. 让 :rin 


0 二 过 1， 指数 为 «的 Halder 系数 


H,(#) 一 sup Le 一 中 2 
Fi ED TT— YY 9 


CE) = {ur HOD 天 co 
CCU) 中航 范 数 
| ws。 = HC + max | 
业 
到 为 正 整 数 
Ct HW) = {nn) we CHE, HADW) < 十 co 一 对 
CH) 中 的 范 数 
[nltrs = 2) max|DIw(s)| 
| 


jg 
+ D>) 五 (Do 
1 有 于 二 
pp 之 1， 


LC9) 一 {aCa|z(e) 在 9 可 测 ，| ,1uGoledx < 十 oo} 
其 中 的 范 数 
ls = (4, Luc Frax) 
WECQ) = {u(x) Int LO) 
Dine Lol0), 1) A 
WXQ) 中 的 落 数 
生 
Ise 如 ({ ,lpmlrary 
上 述 空 词 均 蚌 Banach 空间 ;并 有 以 下 结论: 
1? 落下 六 让 站， 则 C08) 中 的 
有 界 集 是 Ctre 8) 中 的 列 紧 集 ， 
20 WACQ) 中 的 有 界 集 是 WE# 《0Q》 中 的 列 紧 集 ， 


LID 


让 加 八仙 7 一 {mr DnE LpCO7) 形 为 DiDis 的 广义 导数 
均 存 存 且 属于 Lik8r)， 其 中 2r 十 |si 所 2%] 


引信 范 数 
lales = lprpsnly,or 
自古 | 

其 中 
prpiuls.os = (| IDrDiul ardr)? 
CAM = {ux, 2) | DDin EE COOr), 

其 中 2r 十 上 所 2 
引 人 范 数 
[ule= 3! max |DDtul 


Pr 


Cito ats ( Or) 一 {u(x, ue Ct tCOr), 
Hoa,s CDiD'w) 0, 2rt |s| = 2*} 


引入 霄 数 
[ul Bt 一 > max| DD:n| 十 >, Hoa, sa (DD'n) 
[ 2 十 Hz 
其 中 


H,,s Cw) on sup 1 | ax， 1) ~ ny, 5)| 


|x _ yj" 十 i _ $1 
ty EDO, 1, s ECO, | 
(xz 2) 3 (Cy, 5) 
Wi Or), Ch AC On)Y, Citiotti(O7) 
等 空间 也 是 Banach 空间 。 


3.22 媒人 定理 及 线性 本 风 型 边 值 问题 


引 理 32.1 设 @CR 是 有 界 光 滑 的 开 区 域 , # 二 p < 十 co， 
出 
WH(COY TS CtioD) 


" lit* 


其 中 = 一 1 一 二， 即 对 Vwe 了 和 (9)，376 Ctt(G)。 使 得 在 


总 上 有 几乎 处 处 有 zx 一 于 且 
[nlirs SE COCn, ps OO adi 
计数 C(tn, bp， 如 》 与 # 无 关 ， 我 们 常 把 (2.1) 写成 
| its < Ci 
《参见 [Ad] 第 五 章 )， 
下 面 考 蕊 边 值 问题 
人 + cla)n — fx) (x € OCR") 
Bu = gt{r) (x E00) 
我 们 总 是 假定 : 
1? 工 由 (1.1 给 出 ， 一 荆 是 妃 上 的 一 致 精 圆 算 子 ， 
DO € Ct?, 
2° gx) B(x), eA E CTO (Oa) 
3° 及 由 (1.2) 给 贡 ，sb lx) EE CCBO)， 
bls) 0, gr) EE CAOO). 
g(x) 可 延 拓 到 吕 内 部 成 为 (x) 使 得 (x)€ Ct2) 且 
Stx) — g(r) (CEDO) 


{2.1 


《2.2) 


(2.3) 


定理 3.2.2 (Agmon-Douglas-Nirenberg) 设 {2.3) 成 了 并 ， 
ete) 之 0。 当 8x 二 0 时 clw) 生 0, 若 1x) ECD), 则 (2.2) 


存在 瞧 一 解 wnCx) € Ct) 并 有 Schauder 估计 : 
|[#|2+ < Ctlf|, 十 | 有 | :7 


若 Hx) € LsC9)Cp > 1)，(2.3) 中 的 g(r) 只 须 可 延 拓 成 &(x) E 


W3CQ)， 则 (2.2) 有 唯一 解 wx) € Ws(9》 并 有 世 s 估计 


lulls SS CC +t 人 > 
其 中 Cs, Ca 和 时 3 j E 无 关 . 《参见 LADN]., ) 


把 (2.2) 的 唯一 解 记 为 # = 寻 ， 由 此 定义 了 一 个 算 子 4, 当 


皇 0 时 是 线性 算 子 。 
引 弄 3.2.3 


"1i2r 


1 4: C9) 一 CO) 是 CY) 上 的 紧 算 子 ， 
2” A;: CHO) -CA2) 是 Ca) 上 的 紧 算 子 ， 
3 4: LADO) 一 W(t) 是 LA8) 上 的 紧 算 子 . 
4° 4: C(O) 一 WE(9)(p 记 1#) 是 CC) 上 的 骏 算 子 . 
证 有 明 (1》 4 上 国 C*(B8Y》 中 的 有 界 集 为 C+"(8) 中 的 有 界 
集 , 从 而 是 C*6) 和 CHAO 中 的 列 紧 集 。4 映 Lo(8) 中 的 
有 界 和 案 为 WW 六 QQ) 中 的 有 界 集 ， 因 而 是 LatQ)》 中 前列 紧 集 ,对 
YP 之 nn，C(O)CLQ),， CC2) 中 的 俏 界 集 为 LL)》 中 的 有 界 
集 , 4 上 映 CCO) 中 的 有 界 集 为 WCQ》 中 的 有 界 集 ， 再 由 散人 定 . 
理 , 它 是 C"CB》 中 的 有 界 集 因而 是 CC9) 中 的 列 紧 集 ， 
(2) 现 只 须 再 证 4 的 连续 性 。 令 
Wi = A 1 ,2,9 一 地 一 菇 
则 
全 + cla)e C= flr) — lr) 
zy|so 一 1 


由 此 利用 定理 3.2.2 及 引 理 3.2.1 易 让 4 的 连续 性 ， 证 

3.2.3 ”线性 各 物 型 方程 的 初 边 慎 问题 
现在 劳 虚 线性 扫 物 型 方程 的 初 边 值 问题 ; 
h wt clrs Iu = ffx, 2) (lx, 1 EE Or) 


| 一 ELE, 1) (2.4¥ 
#(*, 0) 一 PLE) 


或 
ut elx i Hrst) Cr, 1 € Or) 
[2 -二 再。 2 ~ gCx, ty (2.5) 
ut 0) = px) 


其 中 所 由 (1.4) 给 出 ,= 为 8 的 外 靶 末 
我 们 可 以 在 空间 上 请?# (9r) (大 是 下 整数 , > 1) 中 求解 
《2.4) 和 (2.5)， 并 得 到 Ls 估计 ,我 们 仅 就 《2.4》 来 叙述 。 


= 13* 


定理 324 设 户 记 1，aifazy 旨 2ixs 1 是 9r 上 的 连续 有 
界 冰 数 . 若 对 ViE LOQr)，p(tw) EE WE( 昌 8), 在 Sr 上 的 衣 数 gt*， 
22 可 延 拓 为 er 上 的 函数 总 *, 四 EE WCQr) 和 满足 相 容 性 条 忻 
Pr) eg 一 ECX, EF) | ore dg 
则 问题 (2.4) 有 唯一 解 wx& WiMQr) 且 有 佑 证 
tal, < CO ,0 + lpilpn + Nallso;) 


现在 我 们 在 C"”"'3 (Gr)》 中 考虑 问题 (2.4) 和 (2.5) 的 唯一 
可 解 性 ， 


定理 32.5 设 cj, ccc “gy, BoecCite 车 对 WiE 
和 十 迪 十 畦 


C3 COr) ,p(x) E Ca 可 延 拓 为 捷 zf 人 ar) 上 的 函 
数 上 , 灌 足 相 容 性 条 性 : 
px) 1on = gC, 0)|ao 
i Fp Sy 9 
[| 工 A 0) BB — hr 0) Bo 


— clx, Dp 十 其 xs 0 = ee 


[rie| 
刚 《2.4) 有 了 唯一 解 
HCx, FY E Citornt3 (OLY 
并 有 估计 
I CHT tp 人 二 |g| 守 *》 

共 中 艺 不 依赖 于 jg 和。 

定理 3.2.6 设 ol, 玉 ，ceC (06) d0€Cr, b (x, 
is 守 4,6(x, 1》 可 延 拓 为 C+ 《Br》 中 的 函数 . 车 对 任意 
fe CnCOr)， me C0), 8 可 延 托 为 Ce 下 Dr) 中 的 函数 
&， 叉 满足 相 容 条 件 

[名 + 09|。 一 sz;0)jan 


则 《2.5) 有 唯一 解 


”= 1 


n(x, 1)E 全 2tost+ 池 (Ory 

并 有 估计 
| 入 人 开关 十 | 三 
拒 中 CC 不 依赖 于 六 四 。g。 2 
定理 32.7 设 as PEC CO),， 980 ES Cr 对 ViEé 

C2 (07),， pp EC(O),，g€ CC57)， 且 满足 

Pr} | go = gCY, 0)| so 
则 《2.47 有 唯 -- 解 。 


33 椭圆 型 边 值 问题 的 比较 方法 


3.31 上 ,下 解 与 比较 方法 


现在 介绍 计 论 林 辕 型 边 值 问题 的 比较 方法 ， 它 依赖 于 能 和 否 找 
到 上 、 下 解 , 一 旦 找到 上 、 下 解 , 不仅 证 明了 边 值 向 题解 的 存在 狂 、 
而 生还 得 到 解 的 鸽 计 式 。 比 校 法 又 称 上 、 下 解 方 法 . 
落 虑 半 线 性 短 网 型 方程 的 边 值 问题 
Ly =: f(r, #) (xEO) 
Bu = g(x) 《YE DG 
其 中 工 与 如 分 别 四 《1.17 和 (1.2) 给 出 ,满足 (2.3). 
定义 3.3.1 FeCxoy 叫做 (537 的 上 解 ; 若 
Li x, NY (x EQ), BE grY Cxe 2) 
#E CXEY BN 做 《3.1) .的 下 艇 , 共 
Ly 人 Hr, 8) (rEQ), Bg gl) (XE 00) 
根据 定义 ,(3.1) 的 解 虐 是 上 香 有 又 是 下 和 解 。 下 面 糙 利明 (3.1) 的 
上 :下 解构 造 出 (3.1) 的 解 ， 
定理 3.3.2 设 兰 ,# 分 别 是 53.1) 的 上 .下 解 ， 站 六 g(x € 0)， 
m ~ ming < M = maxé, 若 存 在 和 常数 展 > 0 对 YCX, wD) ,Cy 


ryeEDXx [ww, MMI], 有 
irs Jy, oo) SK y+ |x oll. 


"1l3* 


则 《3.1) 存在 一 个 解 s(x) EC 所 人 ) 和 且 满 足 
HO) < 2 CY) 
证 眶 ”和 任 琶 给 定 wnE CH),， rEQ 时 u(xw) EIm,M]. 线性 
问题 
人 + K)v = Kw + f(x, #) 
By 一 g(x) 
有 唯一 解 v € C*1"(8)， 由 此 定义 一 个 非 线 狂 算 子 ; 
v= Tw 
同 题 变 成 了 证 明了 存在 不 动 点 。 分 以 下 几 步 : 
(1 证 明 算 子 工 单调 不 减 ， 车 #tx) 守 几 委 力 守门， 则 
下 (7 TT 
售 避 一 包 一 各， 出 
[全 t Kw =— Hx, yO— Fz, 1) TF Km 0 
Biwlao = 
由 5[ 再 3.14 人 说 起 空 0, 妈 Ty 起 Ty,, 同样 地 ; 令 sv 二 1 一， 
则 
{< + Kv 守 Hr, pO— fr, #) tt Ky 于 0 
Bvlag= 0 
于是” 兰 0， 有 即 # 所有 %。 同 理 可 证 志和 
(2) 构造 点 点 政 伊 的 单调 序列 . 
按 如 下 方式 构造 选 代 序 列 [ns} 与 {vo}: 
Wi = TT 
w= TH Vr Tes Va Toa s+ 
因为 # 衬 冯 ,前 面 已 经 证 朋 
于 二 T# 和 TH 二 的 夺 疾 
志 工 的 单调 不 减 狂 归纳 地 证 得 
和 < 1 xs 
二 为 攻 和 二 和 赤 让 所 以 
自生 开 二 一 阳 < 扫 了 站 一 护 呈 其 
于 是 田 归 纳 涯 得 


时 1 = 


到 4+1 < Hn 
同 理 可 证 
Us ES Vet 
因此 
于 
因为 {ws}, {zs} 是 单调 有 界 序列 ;所 以 它们 逐 点 收 敏 , 记 
lim Hse, mm 一 站 
于 是 
和 
C3) 证 归 wy > 均 是 了 的 不 动 点 且 属 于 C0). 
我 们 将 利用 一 个 事实 : 若 w(x) 在 t+ 慌 吕 0 中 有 界 , 叉 
lm WaCx) — wtx) Cx*ED, 逐 点 收 钱 ) 


则 对 0 过 并 二， wlx) ECKIADY 且 在 C0) 中 walx) 收效 
到 w(x)【 习 题 3.5)。 因 此 ,我 们 只 须 再 证 wlzo) 在 CO) 中 
有 界 . 
由 工 * 估计 得 
站 sa SM [ie, wn), 十 Kl 
Néill SM (p> n) 
由 嵌入 定理 得 
| so。 SS Cao 委 Clwol SE Ms 
再 由 Schauder 估计 香 
[a |ara SS CEH, un 十 天 | wise 十 18 SM 

又 因为 imue 一 as 所 以 二 6 C+ 0), ,im | wo — #litn = 0, 
其 中 0 过 三 w， 因 此 


下 一 lim zs 一 jl Ty, = Tilm #1) = TH 
导 -和 填 几 硬 十 十 阵 


因为 了 : CI) 一 CGI， 所 以 下 Eee 人 ES。 类 做 可 证 ?EE 
Ce 人 2)，7T5 一 5。 证 毕 ， 

注 1 车 min# 一 max#， 则 # 一 间 一 常数 , 它 显 然 就 是 一 
个 解 。 


和 了 


注 2 我 们 得 到 (3.1) 的 两 个 解 冯 和 #， 但 不 能 排除 它 们 相 
辣 。 

推论 3.3.3 志和 5 是 (3.1) 在 区 域 # 雪 # 志 总 中 的 极 太 解 和 
机 小 解 , 即 若 ww 是 (3.1) 的 任意 解 ,满足 # 筷 志 委 名 则 了 各 ww 所 
元。 

证 明 因为 ww* 是 解 , 所 以 名 一 了 了 如， 由 引 委 间 得 如一 了 如 < 委 
了 一 二 。， 于 是 对 任意 ai 委 za， 令 2 一 o 吕 得 呈 扫 未 同 理 证 


和 二 


3.3.2 二 阶 线 性 畏 贺 算 子 的 特征 值 问题 


研究 线性 特征 值 问题 特别 是 它 的 最 小 特征 值 及 其 相应 的 特征 
痕 数 与 本 市 的 上 下 解 的 构造 有 关 , 也 与 今后 研究 反应 扩散 方程 的 
平衡 解 移 存在 性 及 其 稳定 性 有 关 。 这 里 演 虑 二 阶 线 柱 自 翌 椭 贺 算 
于 的 特征 值 则 题 : 


n= 之 (Cai Iu xit qtr)# = hu (x EQ) C3.2) 


j=1 
Bau=d (x ENDY 
六 中 CR 是 有 界 开 区 域 , 88 是 光 请 的 ， 
Bux=0 


Ri] 《3.37 
#|a0 一 个 


On 
| 区 a Be cor Cn, #1) + 5Cox| —0 C3.4) 


i $=1 98 


7 是 69 的 外 法 向。 

定义 33.4 若 1 使 43.27 有 非 零 解 ， 则 称 4 是 《3.2) 的 特征 
值 , 相 应 的 非 零 解 称 为 对 应 于 该 特征 慎 的 特征 图 数 ， 

我 们 侵 定 ; 

1 antx) EE CHO), 9x) € CO), 

2” Wi — ji 存在 gz> 盖 0, 使 得 对 任意 二 Cbs "ss), 


二 工人 站 


之 | 让 2 区 | 


3° Bee CCOQ). 
《一 ) 简单 性 质 . 
令 


Plw#, #) 一 | bp qi ) We Py; 十 r Cu | 


1 王 ] 


十 | bir)weds 
A 


Cu 9) = Ce)v Crydr, lel = VCs 
利用 散 度 定理 


| 如 和 2 a dx 一 1. x 之 Wi GDS CM, 和 全 
-| > y, Cp 


9 p=] 
易 得 
1° Flyy Y= Flr, wy), 
2° 车 wE CB)Y, ve CD， 则 


(Lu, ty 一 Fw, 2 一 1, Hauvds C3.5y 
若 忒 有 veE CB, Bu 一 0,，Bv 二 0， 册 | 
La, rv) = Cy, Lr) = Fln, 的 (3.6 
3” 若 令 
开 ( = 天 (1 
出 
F(Z cp 中 一 位 ;caciFC9ky Ps:) C3.7) 
= 下 汉王 


Flp 十 ob) = Fp) + 2aF(p, $+ oF) (3.6) 
由 此 可 证 得 


* Li9* 


ee 


引 [ 理 33.5 

1 (3.2) 的 特征 值 全 是 实数 ， 

2” (3.2) 的 不 同 特征 值 *, 2* 的 畦 征 画 数 “与 是 正 交 的 ， 
Fl 《Pr w*y = 0, 

让 天 留 给 读者 ， 

《二 ) 特征 值 的 焉 值 性 质 ， 

若 1 是 (3.2) 的 特征 值 , * 是 相应 的 特征 通 数 ,将 它 归 范 化 , 外 
ll; 一 1、 由 〈3.6》 得 

Fu, 2) 一 《usa = h(n, af》 一 了 


即 ] 
:一 人 ba oowritsi 十 qi 如 十 | bawas 
引进 水表 
Flp) = | [> Gii Yi 和 Di 二 gp:| zz 十 | spas 
其 定 六 威 


DCF) 二 DD, 一 (q(x)|pt CCQ)， 有 目 分 块 连续 可 微 中 iao 一 
0}， 边 条 件 为 【3.37) 时 ; 
D(F) = 二 DD, 一 {p(x)|pE CCD0)， 且 分 块 连 续 可 微 }, 边 条 件 
为 《3.47 时 ， 
并 把 属于 DCF》 的 涵 数 称 为 泛 阴 Ff 的 可 取 旋 数 . 若 边 条 件 是 


zlao 一 0。 则 FCp) 中 | 5Cewzas 项 自然 消失 ， 我 们 将 证 明 


-特征 值 是 泛 疯 的 极 小 值 . 

定理 3.3.6 (特征 信和 的 极 小 原理 ) 在 条 件 《eq 一 1 之 下 ， 
使 FCq》 为 最 小 的 可 取 函 数 基 (3.2) 的 特征 函数 如。 的 最 小 
慎 Fw) 一 4， 是 相应 的 特征 值 .在 条 件 tp， p>》 ~ 1 及 正 交 条 
伞 《ps 二》 一 0 一 1,2,-…, 夺 一 1, 碎 守 2) 之 下 ;使 Flp) 为 
最 小 的 应 数 是 (3.2) 的 特征 画 数 wx， 最 小 值 FCw4) 二 是 相应 
的 特征 值 . 


四 D+* 


证 明 ”可 以 证 贡 上 述 极 小 问题 的 解 存在 六 二 阶 连 续 可 微 ， 人 参 
见 [CoH, 2]。 我 们 以 此 为 前 提 给 出 定理 的 证 骨 。 
对 立 可 取 函 数 ? 引 及 立 诺 数 E, 有 


上 十 E ~" 
百 人 | 六 入， 
| 十 el 


下 二 十 Ea) A EN i B97 
出 (3.8) 得 
2EFlm, m9) + eFCN) 2h lm, 可》 十 hens 


28{F Cn, n) — hm, my) 十 [FO — hn, 77]} 守 0 


邻 E 六 0, 的 去 58, 语 令 6 一 0 得 

Fm 9) 一 和 人 
令 上 过 0， 类 做 可 得 

Fl 9) 一 和 easy 人 < 


因此 对 Ye DCE) 


Fm 1) 一 hlm, 了 一 (3.9) 
再 由 《3.5) 得 
Fws 0) = |, [Dos 各 洛 


士 4 |ax 十 (ob nds 一 | CLnw ndr 


S Gy . 
下 | [> Bi Br, cos < X27 十 be, | EY 
将 它 代 入 (3.9) 得 
1. CEm— tam) ndx 十 |, Ba)nds = 0 
由 3 的 任意 性 可 得 


Lm 一 hm , Bn, = 1 
现 考 虑 第 二 个 极 小 问题 。 对 VY 可取 函 数 5 满足 4 本》 = 0， 
如 同 导 出 《3.92 一 样 可 得 
Flms 6) 一 2 人》 = 《3.107 


5 31* 


对 立 可 了 到 函数 让， 总 了 可取 一 个 数 上 使 得 二 一 9 十 吉 满足 人 :ay 
一 0, 于 是 由 (3.10) 得 
Flws 对) 一 hm, m9 HBP, HH) 一 hh hy} 一 0 
因 《ny wh 一 0， 在 (3.9) 中 令 二 声 得 Fat 一 0。 
为 此 
Flws 9) 一 tattys 42 — 0 
司 前 面 一 样 由 此 可 得 
Fw, = 让 ?于 ， Bn 一 0 
如 此 继续 下 去 可 证 一 般 绩 论 ， 证 毕 。 
定理 3,3.65 指出 : 
4 一 min{ F(tqp)lpe DCFE), wl = 1} 一 Fu) 
An 一 min{ FC PE DCF)Y, ps, si? 一 人 (= 1 
a 一 1 eto=1 
推论 3.3.7 按 上 述 方 祷 得 到 的 特征 信和 特征 明 数 w; 有 


Flu) = i, FW Wi) = 0 
Ci Wi? = 1, Cts HW) = 0 
Flnss 七) 一 ak 5 = 
其 中 5, 7》 二 0 (i 一 1 # 一 1)， 
推论 33.8 451 二 2， 因此 可 按 大 小 顺序 排列 为 
+ 
现在 任意 给 定 5 一 1 个 名 上 分 块 连续 鸭 数 名 Vis Vis 
起 集合 记 汐 Ftn 一 1). 令 
dv Wn) = inf{ FP) E DCF), 
tel = 1, Cp, 0 0 ve Vln — 1)}. 
定理 3.3.9 (特征 值 的 极 大 - 极 小 原理 ) 令 国 煞 办 yz we 
取 遍 所 有 的 可 取 范 数 ， 则 zi 为 了 所 能 取 的 最 大 值 ， 益 9 一 sn、 
和 一 时 了 达到 这 个 最 大 值 , 即 
1 = sup int{ Fp) IPE DOE), lini = 11, <P, v7 = 0, 


vE 《一 1)} 二 本 《的 


G7 


» 明了 之 


证 明 ” 对 于 给 定 的 oa Ww,… ,V4 先 证 存在 可 取 图 数 + 
使 得 《py 一 1， ， vi = 0 (i = 1, 2,*"', #4 一 1]), 并 有 
F(P) 41,. 


令 和 一 之 ， 中 则 | 
《9， vi) 一 2 CiCHiy vi) 


《9 9)》 一 od 
总 可 以 取 2, aas，cn 使 得 
“pp, v= 人 0 (f= 1,2,..*.1 C71), ms 中》 一 工 。 
及 因 汶 有 人 wj;) = 0 3 他。 Flwi, ni) 一 FC) = 4i, 所 以 由 
《3.7) 有 


Figp)— Ai, = EF (二 ca ) 一 部 


一 


= >) ciciP (ui, Hj) 一 4n 


Pf oel 
= FY ea 一 20 
i=] 


即 FCp) 志 4。。 由 此 得 ,Y 给 定 Vln 一 1)， 都 有 
dt ss Wn) Sn 


人 
4, = dm ta) = Fins) 
所 以 
1 一 Sub inf {FCp) Io E DCF), hol = 1, Ps, 77 = 0, 
ve Vln CO— 1)} 
证 毕 . 


《三 )》 特征 值 的 变化 ， 
利用 特征 信 的 极 值 往 质 容易 讨论 以 下 问题 : 


s 2 


1” 不 同类 型 边 祭 件 下 特征 值 去 小 的 比较 ， 
2” 特征 全 对 方 理 的 东 数 及 边 条 件 的 系数 的 依赖 仁 ， 
3” 特 征 值 对 区 域 的 依赖 性 ， 
设 背 三 个 特征 值 癌 题 : 
人 = A 


ulao 一 站 


Lu = hn 
b> di (x) OS (8 xiy 十 he)w| 二 必 


Fu 一 Nu 
| i Ei cos CH, X77 十 dlr)ulao 一 "| 
它们 的 第 # 个 特征 值 分 别 汐 入?， 
定理 3.3.10 设 xEBag 时 和 (的 三 刀 (x， 则 
A 


证 明 显然 有 
inf {Ftp PE DCF), pe = 1, rm, v7 = 0, 
ve Vin €— 1)} 


< inf{FCgp) PE DOFD), jerlls = 1, Flag = 0, ‘Ps, 17= 
0, veE Ven OO— 1)} 


Fp) 一 | D> qi) ps 十 gp "| dx 


十 | bx jp ds 
再 取 上 确 界 后 立即 得 到 p92 和 所 1。。 同 理 可 证 男 一 不 等 式 ， 证 毕 。 
再 堵 奉 两 个 特征 值 问题 : 


一 > Coast wes) t 9x)w 一 hn (3.11? 
8wjao = 站 


而 下 了 本 


之 ) Co, (Crm); 十 Ce) = 一 AH 
zlae= 


它们 的 第 = 个 特征 值 分 别 记 为 1 和 4. 


定理 3.3.11 车 和 aC)5i5; < DD G(r EsE Ra x€ 


六 三 上 


0), gtx) SE) CxE DO) MN ic 锭 ja 一 1,2,， 3 )。 若 又 
有 364e 二 并]， 刚 1 < dCn = 12)。 

定 娃 前 半 部 分 的 证 明 留 作 练 习 , 现 证 定理 的 后 半 部 分 . 

与 (3.11) 相应 的 泛 沙 记 为 Ftp), 与 特征 值 。 相 应 的 特 
征 国 数 记 为 q(x)}， 令 Ge) 一 4x) 十 x)， 则 x) 之 0， 
htx) 渤 0、 考 察 


一 2 《eaiifw ys ai 十 林政 
Bu =0 
它 的 特征 值 为 4., 根 应 的 证 玖 为 f(yp)， 取 
Jr 一 1» 一 {pp;, Pi **» Po} 
则 由 特征 慎 的 极 大 - 汲 小 原理 与 极 小 原理 得 
i inf[F(p) pe DOF), Neh = 1, (pm, = 0, 
veE Vin Oo— 1)} 


pe 


一 (yg) = Fw) + | 。 bls)p’ Cdr > FOE) 1, 
因此 
i > hs > 
证 毕 。 
注 《3.2) 的 特征 值 还 连续 地 依赖 于 (x)，#lw) 和 B(x) 
《参见 1CoH, 1, p. 321 一 3221). 
现在 考察 特征 什 对 区 域 O 的 依赖 性 。 设 
人 全 = A (xe DO) 
Bx=0 (xce a0) 


= 生计 人 


Lu 一 和 8 《YE OQ*) 
和 {gs =0 CxE 0+) 
的 第 # 个 特征 慎 分 别 记 为 ,98》 和 4.(9*).， 
定理 3.3.12 设 了 0* ,WN 4.C0) 和 4.C0*). 
证 骨 对 #lao 二 了 和 | ao 一 0 的 情形 给 出 证 月 。 记 


和 以 一 | Lostx) ps PP 十 9p ax 


设 {fp*} 是 8* 上 的 全 体 可 取 函 数 ， 则 {p} 是 如 上 的 部 分 可 取 欧 
数 , 其 中 
Tp* {rE B+*) 

DT 已 (DO\ 0*) 
而 且 Fokep) 一 Fox(tg*). 若 1 用 一 1， 则 有 人 委 二 1。 老 任 取 
日 上 的 刀 、-… ,vrs 组 成 集合 V(r 一 1)， 目 然 也 可 看 成 8” 上 
的 集合 ， 反 之 , 若 它 是 0* 上 的 集合 , 补充 定 尺 8* 之 外 转 数 值 为 
零 , 则 也 可 看 成 9 上 的 集合 。 又 记 


(bs bi)o 一 | hdrds 
WN ve Ts 一 1 时 
(ps Vas tp*, vo 【YE {py) 


因此 ， 
inf {Fo dn € DOFo), lalls = 1, Cw,v7o = 0, 
ve Vin— 1)} 
< inf{Folp) lp e {op}, ell; = 1, Pp, vo 一 0， 
ve Vim 工 3 
— inf{Fo(p*) lore (9*}, lp*ie = 1, Cp*, v7ar = 0, 
ve VlnCO— 1 


两 边 对 Vn 一 1) 取 上 确 界 得 
tO) Ea*) 
证 举 ， 
注 若 Q* 是 9 的 真子 区 域 时 ， 有 4s C40) 二 4, 《0*) 《不 证 
朋 )， 


= 26*= 


下 面 进一步 说 明 4 对 的 连续 性 ， 
设 变换 y 一 * 十 sf(x) 将 区 域 9 及 其 边界 逐 点 对 应 地 变换 
为 区 域 9* 及 其 边界 , 其 中 了 是 C+ 的 ， 若 了 的 每 个 分 量 和 它 的 各 
个 偏 导数 的 绝对 值 均 小 于 1。 则 说 区 域 9* 以 准确 度 e 通 近 于 0. 
当 s 一 0 时 ， 就 说 9* 连续 地 变形 为 9. 现 可 叙述 下 面 的 定理 《不 
证 明 )， 

定理 3.3.13 ”区域 9 在 上 述 意义 下 渡 续 变形 时 ，(3.2) 的 第 ” 


个 特征 信也 连续 地 改变 . 
证 明 可 参见 [CoH，1，b. 323 一 325]。 
最 后 指出 ,特征 值 是 无 限 增 大 的 。 


定理 3.3.14 lim i =- 十 oo 
证 明 只 对 &x) 之 0 时 给 山 证 明 ， 


车 

2, - | [ 达 a Cx) 2 + qo |ae 

+ 1 buids 

有 上 界 。 则 

Ms 和 He | [> gus) 2 本 

二 (q(x) 十 ce la 

2 | (ee) dr 十 2|, wids 

其 中 常数 。 使 得 
8 一 min (glx) 十 < 站 

上 由 此 得 


[2 


一 致 有 界 :于 是 ws 存在 子 序列 ;个 芒 仍 记 为 wm 使 得 
中 上 卫生 


Hm ls 一 ze 有 一 1 

但 

| 一 和 有 一 《ao — Wns Hn — Wn? = 2 (#1) 

这 恒 了 矛盾 了 。 因 此 lim ao 二 十 00. 

{四 ) 特征 函数 的 完备 性 ， 

由 泛 函 的 极 值 问题 确定 了 《3.2) 的 一 串 特征 值 : 

fA 站 《3.127 
和 相应 的 特征 遂 数 
Ta :4 = Flyn), l,l = 1 

我 们 将 证 明 (3.12) 是 (3.2) 的 全 部 特征 值 ， 

定理 3.3.15 对 YE Le)， 令 = 《fy， 则 


bE 


limllf 一 > cittill = 0 


(pM Se 


在 证 明之 前 先 给 出 推论 . 
推 沦 3.3.16 (3.12) 是 (3.2) 的 全 部 特征 值 。 
证 明 ”由 引 理 3.3.5,《3.2) 的 不 同 特征 值 4 与 所 对 应 的 特 
征 函 数 # 与 兰 是 正 交 的 , 即 tw, 弛 一 0。 若 (3.2) 还 有 特征 值 4*， 
i* 关 ln 一 1 2 相应 的 特征 画 数 为 滞 ， 则 《从 ，27 一 
ri = 0， 于 是 
le* 人 性 一 之 = 0 


即 xs* = 和 0，、 这 便 矛 逢 了 。 证 毕 , 
为 了 证 明定 理 3.3.15, 先 证 二 个 引 理 ， 
引 理 3.3.17 设 f6 上 C0), ci 一 《ft ， 则 


[2 一 > a 


= 128* 


之 ， ce < | 由 
证 明 留 给 读者 . 


引 理 33.138 设 1 是 可 取消 数 , 则 定理 3.3.15 的 结论 成 立 。 


证 明 令 ps f— eon, 则 


《pei 一 有 人 一 1 2 六] 
碍 Xon 的 极 小 性 质 得 


hortpns poy < FCpr) 


妤 
(es oo) — lier < Les) 
因为 
Flw;, pn) 一 za psy 一 0, 
Hs ps? —0 Gi= 1 ny 
所 以 
Flwi, ps) 一 个 (i = 1,2,..-,#) 
于 是 
POD — F (ps + BD cm ) ~ Fpo) 
-二 2F (ps， > cu ) 下 (> cs ) 
= Flps)+F (> cen) 
由 于 


F (2 cam ) 一 下 《ea 十 2F (cs, > cu ) 
十 加 (2 cm ) 


= 129* 


“一 ciF (sm) FF (2 cea 一 3 chas 


故 得 
Flp) 一 PFC -- yo = PC 


fr1 
-~ 一 y， cil -一 >) ci 
Ida1 frangt 1 


SF YeM 


m 为 某 固 定 的 自然 数 ， 从 此 以 后 ,4 邯 正 的 。 对 为 某 正 的 常数 ， 因 
此 9 充分 大 后 


(prs pay = prll: M4. 


五 十 1 


因为 im 和 一 co， 所 以 im le = lin)|1 ~ D2 | =o. 
又 fm 
(i 一 > us 了 一 3 cu ) 


了 上 一 下 i 二 


-+ 


是 避 和 家 
3 
= 上 Vf 一 ec、 
了 过 


所 以 1 星 一 > ct、 证 毕 ， 


冯 兰 上 


证 明定 理 3.3.15， 
对 YfE LA9)， 存在 可 肥 哨 数 & 使 得 
fi — gl < ef3 
其 中 8 是 Y 给 定 的 正 数 。 令 《8g,w) 一 cf， 出 


< 


2 4=t 
重生 


> :一 co 
册 《jf 一 gy Hy = ci er 


‘< oe 


<lf—a< (ey) 


一 


歼 可 得 
1 家 < < 二 -总 o 


3 t=l 


| 


如 
) 因 此 ， 


对 此 8g，3N， n> NH De 


| 


五》 最 小 特征 值 及 相应 的 特征 通 数 ， 

我 们 最 关心 的 是 最 小 特征 秆 (又 称 为 第 一 的 征 值 ) 及 其 相应 的 
特征 男 数 (第 一 特征 医 数 );, 它 们 的 正 洗 对 于 构造 上 .下 解 和 将 求 讨 
论 平衡 解 的 稳定 性 都 是 十 分 重要 的 ， 

为 了 证 朋 最 小 特征 值 对 应 的 特征 阔 数 的 正 性 , 先 引 述 Krein- 
Rutman 定理 ， 它 给 而 算 子 具有 正 特 征 信 和 相应 特征 癌 量 上 县 有 正 
性 的 条 件 ， 

设 互 是 Banach 空间 ,五 的 子 集 产 叫 做 锥 ;, 即 它 满足 : 

i 若 x*, YEP, 则 x 二 yeP, 

2° 车 zeEP， 实数 和 六 人 则 1xeP， 

3°9 车 xxEp xs0 则 一 zcp. 

若 P 是 中 的 一 个 闭 锥 ,满足 intP (P 的 内 域 ) 拓 8, 则 称 P 
是 E 中 的 实心 锥 体 . 

4 是 一 个 线性 算 子 ，ACPM6 站 CintP, 则 4 叫做 关于 P 了 是 强 
正 的 。 


一 0. 证 毕 ， 


| 
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定理 和 319 (Krein~-Rutman) 设 己 是 下 中 的 一 个 实心 锥 体 ， 
4 是 互 上 的 紧 线 狂人 算 了 于 , 关 本 了 是 量 正 的 , 则 

is 4 在 P 中 怡 有 一 个 特征 向 好 sv， lv = 1， 

Ar = pv, 0, veEinte 

2° 吕 是 简单 的 《 即 只 对 应 一 个 线 狂 无 关 的 特征 后 量 ) 并且 
r= sup{|X|!4 是 4 的 特征 值 }. 

《参见 [Gu，p. 593， 定 理 241)。 

在 应 用 中 常常 是 一 个 区 数 空间 , 4 是 一 个 线性 微分 算 子 ,P 
是 互 中 的 非 负 函数 . 

例 定义 

Ra 一 Lu ef 下 

其 中 工 由 人 1.b 给 出 ， 工 的 系数 及 clx) 请 足 人 2.3)， 又 cz) 之 人 
(xEQ). 取 玉 二 CQ)， 在 EE 上 按 如 下 方式 定 凡 5? 一 Aw: vv 
是 


全 = wr) (xeny C3.13) 
vlao=0 
的 解 。 由 引 理 3.2.3 A:E 一 是 线 姓 紧 自 子 ， 
定义 
P= closure fi. u€ Eu>0(x€Q),nlo0=0 Ee sp < 叶 


其 中 #* 是 89 外 的 外 法 向 ， 则 P 是 EE 中 的 闲 锥 , 目 intP 和 六 区 由 
强 最 大 值 原理 知 , 当 w& PMA8} 时 ，4ue intP， 册 4 关于 P 是 强 
正 药 。 由 Krein-Rutman 定理 ,在 P 中 ，4 有 唯一 特征 同 量 >， 
lz = 1 Ay 一 uv 满足 

上 Cv Eint PY 
于 是 

MKC4oD = pavp 

即 


No=_ lp 
在 


志 重 对 是 电 


这 就 证 明了 ,特征 值 问 题 


把 十 ef 人 一 Au (3.449 


#|ao 一 昌 

有 特征 值 4 一 方 这 0。 相 应 的 特征 阔 数 vx) >> 0Cxe 9). 
进一步 证 肯 (3,14) 没 有 实 特征 值 小 于 广 ， 若 有 实 的 米 过 -J 
是 (3.14) 的 特征 值 ,相应 特征 沙 数 为 or(s)， 取 8> 入，& 之 0， 


贴 
全 十 CeCx) 十 上 一 tn = Aw (3.15Y 
好 ea = 0 
有 特征 值 
1 一 8 一 4* 二 二 对 应 特征 通 数 “一 v(s) 
和 特征 值 


一 5E。 对 应 的 特征 画 数 为 # 一 v(x) 
得 s— 人 这 8， 这 与 


(一 六 十 二) 一 sup{i4i1a7* 是 C3.15) 的 特征 什 } 
相 饭 盾 , 证 毕 . 

对 边 条 件 | 5 二 5(z)u|，， 一 0，5(z) 之 0 时 有 同样 的 结 
论 . 这 就 证 明了 :- 


定理 33.20 设 有 特征 秆 问题 
Ly +t clrx}w — hn 


z#|ls 一 0 或 [a 十 su a 0 (3.16) 
其 中 工 由 (1.1) 给 而 , 工 的 系数，c(lx) 及 kz) 满足 (2.3)， 则 


《3.16) 存在 实 的 主 特征 值 《 实 部 最 小 的 特征 值 ) 4%,, 它 是 篇 单 的 ， 
其 相应 的 特征 孙 数 p,(x》 在 如 内 无 零点 。 


时 生 李 扫地 


证 角 ”实际 上 前 面 已 经 证 明了 , 不 过 这 里 术 假 设 clx) 之 
但 总 可 取 正 数 ce 使 得 ctx) 十 co 盖 0 (x 如)， 册 考虑 
[i + Celr) + cow = (FR co 


ujso 一 0 荆 EE + bbe)w|,, 一 0 


证 得 证 。 
推论 3.3.21 设 ) 是 
| + 引 Oo hn 


nlern 一 改 或 | 十 su|,, = 人 0 


的 最 小 特征 值 , 其 中 5) € CirA80), bx) 之 0 (ee 89)。 
gw) EE CHY. WM 
1°” 久 1 是 简单 的 ; 
2° 对 应 有 特征 限 数 g(x)， 满 足 
pi > 0 (x€ OY) 


注 ” 当 边 条 件 是 局 十 bn), 一 0 时 


Px} 0 (x € OY) 
关于 最 小 特征 值 的 正 性 问题 ,我 们 有 以 下 结论 。 
定理 3.22 设 xER 时 Sr 空 0, 加 是 

— An gr) = ts 


[a 十 2Cox|， ,2 一 八 


”的 最 小 特征 值 ,其 中 6。 一 0,8 一 1 或 a 一 1,， 45(X) 之 0(x€ 80)， 
若 49(x) 计 0 或 bw) 半 0, 则 加 0. 痢 92) 二 0, 8x) 二 0， 
出 1 一 下 

证 时 留 给 读者 . 

3.3.3 应用 一 一 一 个 平衡 解 的 分 又 问题 

现 亦 利用 上 ,下 解放 法 讨论 边 值 阅 题 
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全 内 站 一 42 十 有 AY C3.17) 


#|lao 一 站 
的 还 《 仙 ) 解 的 存在 礁 一 性 与 分 义 间 题 ,其 中 2 池 0 为 参数 ， 
对 给 定 的 4 空 0, 我 们 假设 : 
(H.1) gEéEC!, gln,4) 一 DO 的 (wn— 0), 
CH*.2) 存在 正 数 MT, 当 > M* 时 hw 十 g(w, 4) 之 0， 


CH.3) 当 0<n< M+ 时 全 加 如 对 zx 严格 音调 下 降 ， 
《Hm.2》 存 在 负数 MT 当 w 二 MM 时 la- g(tn, 4) > 0， 
CH-.3) 当 MT <v <0 时 共 w 2 对 4 严格 单调 上 天 . 


设 加 是 
{ 一 1 
#| ap 一 人 1 
”的 最 小 特征 人 , 则 2 > 0, 相应 的 正 特征 莉 数 p(x) > 0 Cx€ 90), 
引 理 3.3.23 设 (H+.2》 ((H.2)) 成 立 , 若 wtx) 是 (3.17) 
的 非 负 解 ( 非 正解 ), 则 0 志 wutx) 所 MY (MT w(x) 0)，, 
才 E 四。 
证 明 留 络 读者 。 
定理 33.24 设 (H.1), (H+.2), (CH.1)，(H .2)) 成 立 , 兰 
> 为 ， 则 (3.17) 存在 最 大 正解 峙 (Ce 【最 小 负 解 后 (x)) 且 
0 ww) M+ CM EC) ND (rE 0) 
证 明 设 (H.1),《H?2) 成 立 , 4 之 为， 令 
WO tptx), j= M+ 
取 8>> 0 完 分 小 ,使 得 # 志 辫 , 又 取 5 之 0 充分 小 使 得 
— A# — hg — StH34) = Spx) [ca 一 1 一 SC23 22 


ops) 
< 必用 


#|oo = 中 
于 是 # 是 下 解 。 显 然 关 是 上 解 . 因此 《3.177 存在 解 
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ut{x) ~ lpm Tr"g, Fp) nx) EE MT' 
四 = 一 十 工 


其 中 了 工 是 单调 方 活 中 的 法 代 筑 子 . 
才 mtw) 是 (3.17) 的 任意 解 , 则 
_ < 一 
于 是 
u(t) = Tatr) SE TRC) 
令 4 一 十 oo 得 
nlx) < ttre) 
BT w (x) 是 {3.17) 的 最 大 正解 ， 另 一 结论 娄 亿 可 证 。 证 毕 . 
定理 3.3.25 设 CH.1》(H*2),， (H+*3) ((H.1)， (CH-2), 
(H.3)2 成 立 , 若 4 之 如; 则 (3.17) 在 在 唯一 正解 w+(x) 【唯一 负 
解 w (x)) 且 
Oatx) EM Me 0), rED 
证 明 设 (H.1),，(H.2+),，(H*3) 成 立 , 4 六 4。 若 w(x》 
是 (3.17) 的 任意 正解 : w(x) 之 0，agx 7 于 0， 则 
0 < EE Wt Ce) 
现 再 证 w(x) 三 w+tx)， 岂 散 度 定理 得 


0 一 | (wa -人 


-人 os sD] w 
J 从 . x nr : 
因 被 积 闵 数 连 续 , 不 变 号 ,所 以 
cut( x RWCX), 4) _ ES&B+TC)， 4 三 
er | 2 一 Ee 2) 2 0 
因此 
uCx} = wt (Cx) 

证 毕 . 


定理 3.326 设 给 定 2 委 2 时 
Gray) = {Se Ai) wx 人 0 
gC0,A), #=O 


= 130" 


在 #e( 一 co 士 o)》 连续 ,下 正 ， 在 任意 子 区 间 上 g(w, 41) 不 恒 
为 零 : 则 14 反 4 时 (3.17) 无 非 零 解 。 
证 明 设 4 和 4 洁 (3.17) 有 丰 零 和 解 #n; 则 
全 全 altrip 一 pr 
ys 5o 一 0 
有 特征 值 一 A 所 凡 它 的 最 小 特征 利 BE < hy 其 中 
a8) = — gutCx), MHCx) nl) E00, 49x) = —g (00, 1) 
Cutx) 二 0), 人 49(7) 0; 49(7)} 半 0, 大 & 六 ， 这 便 牙 上 盾 
了 ， 因此 (3.17) 无 毕 零 解 证 毕 . 
类 人 羽 可 证 
定理 33.27 设 给 定 4 等 和 时 
gus DA uO 
G0 = {ye 4), w= 人 0 
在 [0, 十 co) 连续 , 非 正 ,在 [0, 十 oo) 的 立 子 区 闻 上 Se 14) 不 
恒 为 零 . 4 所 时 若 nlx) 空 0 是 43.17) 的 解 , 则 wtx) 二 0, 
例 ”考察 合 参 数 4 守 0 的 边 慎 问题 
{ 一 An CO— gnt 


(3.18) 
#|ss =0 


其 中 gg 疡 9 为 情 数 ,太守 2 为 自然 数 . 

利用 定理 3.3.25 一 3.3.27, 容易 得 到 

定理 3.3.28 

1°” 设 太 空 3 为 奇数 ， 则 4 半 4 时 (3.18) 存 在 礁 一 正解 
af 和 了 瞧 一 负 解 wi Cx}， 当 4 夺 和 时 (3.18) 只 有 零 解 . 

2? 设 上 太空 2 为 候 数 , 则 2 守 % 时 (3,18) 存在 唯一 正解 ,无 负 
解 , 当 * 天 和 村 无 正解 。 

进一步 考察 (3,18) 的 唯一 正解 m3 (x) 对 参数 4 的 依赖 性 ,我 
们 可 得 

定理 3.3.29 

1 设 4> pp 之 则 二 () > 棒 ()。 
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神 2 和 i 


z” 证 和 另 | lim 二 ) = 如 人 和 让 
上 下 
3° lim wi(Cx) ~ 0, 
EE 
4° lm witx) = +o0 (rED). 
不 于 


这 就 证 明了 : 当 4 增加 通过 和 时, (3.18) 从 零 解 分 文 出 两 个 


非 零 解 ， 正解 和 负 解 :或 一 个 非 零 解 : 正解 ,14 是 分 支 值 (图 3- 
3.1). 


Xen2, 情 煞 


图 3-3,1 


3.4 抛物 型 方程 初 边 值 问题 的 比较 方 认 
3.4.1 抛物 型 方程 初 边 导 问题 的 比较 项 理 


现在 起 开始 邯 虑 以 下 的 初 边 值 问题 
Lu= Se — Lu flrs 4») Cx PE Or) 
Bu— glxy 1) (Crs 2) € Sr) (4.1) 


ux, 0) —= pw) CxE 0) 
我 们 总 是 假定 : opie C0" (97), 690 € Ct p(x) € Ce(D), 
5(z, 人 ，g(xs 站 可 延 拓 为 C*””'Y (57) 中 的 函数 . 
PEN | ear 一 gx, 0 | ,cao 
( 当 Bun = #4 时 )， 


[ 斌 十 blx, Dr| 一 g(r, 0) | -eaa 
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( 当 Bn ~ EE + bu 时 


此 外 。 对 某 常数 M > m， 当 (zs)，(y55) € Orsw€ [msM] 
时 

|iCx, 1 4) — f(y, ja sl KI — y+ ls — sl21 (4.2) 
其 中 下 为 常数 . 又 

了 E C(O x [1m, M)) (4.3) 

先 建立 比较 原理 ， 

引 理 3.41 设 #,vE CuCOzDN CC57), 满足 
党 + Ls oO— Hr, ss HY 

dp 
Br 二 Le — fr, 加 CCx¥, NE Or) 
Bi Br tx, I) € Sr) 
nr 0 vx, 0 (re 3 


世 祝 《3 2) E Or 时 六 lm, M1, < COOr XK Lm ,M1]), 


则 

wx) vx) (〔(ry 7) € Or) 
若 又 有 

nu{xs 0) vr 0) (rEN) 

则 | 

中 人 和， 站 pr) Cr FE OT) 

证 明令 
WO 
则 9 
如 + Lo f(x Ts HO— fx fs 9 

于 是 


二 


;> + Lew dhlrytjwr yD) 0 (rr)e yr) 
x 


Bwlag 0, whx, O20 《人 rr) 


Esp 二 in re) ds ) 
因此 由 引 理 3.18 全 结论 。 


推论 34.2 设 对 任 套 的 im， 天 < 反 机 《43 成 了 刚 人 (4.1 
至 多 有 唯一 解 . 


其 中 


h(x,1) = CO— ( 2 


3.4.2 上 .下 解 方 法 一 一 初 边 愤 问题 解 的 存在 哄 一 性 


类 似 于 椭圆 型 边 全 问题， 我 们 也 可 引进 (3.3) 的 上 ,下 解 ， 


定义 3.4.3 设 x, 站 ,gw(x, iDECKBr 分 别 电 敌 (4 的 
下 ,下 解 。 凑 


+ Lar, FH) Cx, #1) € O7) 


Bi (C(x, DE Sr) 
ACxs 0 SPO) Cx EO) 
这 t Leer tn) (r,t)€ O07) 
Ba 人 ar) (r,t) EE Sr) 
{rs 0) pr (x € 局)， 
由 此 较 原理 立即 可 得 
推论 3.4.4 (上 ,下 解 的 有 序 性 ) 设 Se C (Dr x RY， 若 
下 (xy zs u(x, £) 分 别 是 (4.1) 的 上 ,下 解 nl 


gCxy ty) SACx 2) Cx FE O17) 
若 双 有 x， 0) 皇 纸 xy， 07， 刚 


下 的 Er) 
推论 34.5 设 ce C(5 x RD)，5 分 别 是 (41) 的 上 ,下 
解 ,多 u(x; 站 蚌 (4.1) 的 解 , 则 
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Hx 1) Er 2 x, 1), 
利用 上 、 下 解 , 我 们 可 以 构造 迭代 序列 使 之 收 合 到 (4.1) 的 解 ， 
定理 3.46 设 居 xz fy #txs 7?) 分别 是 (4.1) 的 FE， 下 解 ， 
如 min 二 max， 又 设 在 OrX [im M] 上 


#7 5 

满足 (42) 与 (4.3), 则 (4.1) 存在 满足 
gr ur Sz (Cx, DE Gr) 
的 唯一 解 n(x; 站. 
证 明 ”存在 常数 天守 0, 使 得 

Jf(x, #3 2) — frst3 tm) | SK CO— nl 
其 中 

(zz HW1) E Or X [m, MI (i = 1, 2) 
设 


Bun — OE + Bx, Os 


任意 给 定 we C” "了 (Gr) (或 CC(67)), (x DE Dr 时 we 


(+ Let Kk)v~ Kut fess, 8 
Dr 
Bv— glx 1) 


vrs 0) = pe 
有 唯一 解 ,由 此 定义 一 个 非 线 姓 算 子 "一 Tw 


现在 构造 撑 代 序列 
= Te; Hr Tey Hi TH 
oy Ty = Toss Va Tus 


类 做 于 定理 3.3.2 的 证 明 ， 利 用 引 理 3.44。 容 易 证 上 明 : 对 任意 身 
然 数 即 


+ 和 
因而 在 在 点 点 妆 钱 的 极限 
lm Wate, 1) = Hx Fy 
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im valxs 1) — rs FY 
显然 有 
ur EE KD EE Rr) Rr, 

下 面 证 有 明 # ,5 都 是 (4.1) 的 解 。 

取 基 本 空间 E 二 CL9r)。 先 证 了 DD 一 CC57) 是 紧 算 也 ,其 
中 万 = {sl w(x, EE, u(r, 1) u(r < 人 2 (x, 7) E07}. 

其 Wi € ECi 一 1, 2)， 令 上 = Twi, i i 
由 


(5* 十 蕊 ;如 十 K)m 一 下 (sea 一 和 
t frsts Wm) — frr 4, wr) 

Ba = D 

wrs 0) 一 人 改 


由 zs 估计 得 ,对 Vp 守 】 


el, < call 一 上 
十 lf , fy #2 一 fxs Fs 5) ] 


Cl 一 wm | os gr 
得 由 你 人 定理 得 


Jw hh, jr 扫 wl, < | 一 why, 


即 了 连续。 
向 样 可 证 : 若 [sr7 < Mi，， 财 
7a| rs MM 
T 


Mi 是 与 无 关 的 常数 . 即 了 了 上映 CC9r》 中 的 有 界 集 为 CC8r)》 中 
的 列 紧 集 . 因此 , 了 : 只 一 Cr) 是 紧 算 斑 ， 

因为 | wz Ai = MM， 抽风 Ha {Wn 在 CCOr) 中 有 收 
敏 子 列 。， 由 于 ww 的 单调 性 ，uw。 在 CCOr》 中 收 谣 到 #(x, 了 ， 因 
此 ,五 二 Txy ti 是 WECOrY 中 的 解 (VYp > 1)。 

办 为 
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WECON EWHAONEC™ * COr) 
其 中 ? 充分 大 ,因此 xz 了 是 (4.1) 的 古典 解 . 

同 理 可 证 不 x, 了 也 是 (4.1) 的 古典 解 . 

最 后 证 明 解 的 唯一 性 . 已 经 知道 ” 窑 #。 再 由 比较 原理 又 可 
得 所 5. 于 是 得 ww 一 3。 着 以 wx 蕊 是 (4.1) 的 任意 一 个 解 , 满 
中 站 噬 民 xz 全 之 站 则 wx。 9 蚌 一 个 上 解 于 是 。 

多 一 


出 前 面 的 证 明 得 im ws ~ im ys， 即 “一 闭 一 5。 证 毕 . 
注 和 
在 解 x*， 使 得 xs> 立 或 过 #， 但是， 如 果 吾 ， SE e C(Or x BR), 则 


{4.1) 的 解 是 唯一 的 . 

定理 3.47 设 对 任意 mm 二村, 14 满足 (4.2) 与 (4.3), 又 区. 
当 分 别 是 (4.1) 上 .下 解 , 则 (4.1) 存在 唯一 解 x(x, 她 并 满足 

rs) Sr Er x 1D EE Or) 

证 朋 留 给 读者 . 

作为 定理 3.4.6 与 定理 3.4.7 的 推论 ， 我 们 可 得 (4.1) 的 正解 
《 即 非 负 解 ) 的 在 在 唯一 性 . 

推论 3 设 (Cx; 让 EOr 时 四 (az)] 守 0, fx, fF, 0) 守 0 
Crs 1 ED XX (C0, TY 时 ，gCx;y 了 守 0 又 设 (Xt 直 是 (4.1) 
的 非 负 上 解 ， Pp 一 max #Crs 7)， 在 Or X [0, p] 上 fF 满 足 (4.2) 


与 (4.3). 则 《4.1) 存在 满足 0 所 a(x, 让 筷 痉 x; 了》 的 唯一 正解 
Wx). 

证 明 ”只 须 注意 # 一 0 是 下 解 ， 

推 伦 349 在 上 述 推论 的 条 件 下 , 若 又 有 任何 2 和 十 co， 在 
Gr x [0, pj] 上 了 满足 (4.2》 与 437。 则 (4.1) 有 礁 一 正解 的 充 
要 条 件 是 {4.1) 存在 非 抽 上 上 解 . 

面 给 出 几 个 如 何 构 造 上 ,下 解 的 便 子 .方程 中 出 现 的 非 级 

性 项 ， 边 条 人 忻 中 出 现 的 函数 以 及 初 信 了 鸭 数 等 的 光滑 性 均 满 足 定理 
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3.4.6 的 要求 , 

例 1 没 #= 0 时 HK) = 二 0; we (O01) 时 1) > 0 = 
1 于 和) 一 0; ww 之 1 时 10) 之 0 则 对 任意 p(x) 关 0。 
PY) 寺 0 (x#ERY， 初 边 值 问题 

On 


Br 一 An = OH) 
Dw C4.43 
到 oo 一 


《xy 0) = pOx) 
在 在 唯一 正解 ws 2:) 并 满足 
Bim sxyt}o= 1 
证 明 对 任意 #4 这 6， 易 证 党 微分 方程 初 值 问题 
dz _ gs 一 
有 f(s), 50) 本 


存在 唯一 和 解 x 一 *(f，2) 满足 lim z(t, so 一 1。 
令 
M, = maxpls) 

由 ] 

M0, #= z(t, 了) 
是 (4.4) 的 上 解 ， 又 # 一 0 是 下 解 ， 于 是 (4.4) 存在 叭 一 正解 
ntx， +) 并 注 足 

Our Sz M) 
和 由 比较 原 理 妆 极 值 原理 知 

fx 《ED 

权 5 盖 0 册 RD 0ED， 合 


1 = 一 min wx, 6), M= maxn (Cr; 8) 


0,M> 0 令 wixs 7 一 tx; f 十 5)， 测 
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Qi 
让 一 Aw 一 fl(w) 
aw 
Balao 一 
whrs D0) = w(x 6) 
电 比 较 原 理 
lf, mE wt = vr, t+ 8) 
< st MY) {0) 
Ba zs{r, fH) = lim zl1,; M) = 1 
所 以 
iim s(x 十 人) 一 1 
于 
lim nlx,t)= 1 


例 2 设 Fs i) 是 (4.1》 的 下 和解， ni = min w(x, 1)。 又 设 


对 任 准 的 好 ,好 > 轴 ， 1 满 中 (42) 与 【4.3)。 并 且 在 Or Xx (m， 
+oo)》 上 了 有 上 界 放 , 则 (4.1) 存在 唯一 解 xCx， +1) 满足 
nr) ry) Cr) HE Or 
证明 ”在 Gr 上 线性 问题 


Ou 十 Ln 一 地 
or 
Bs 一 gx, £) 


utx» 0) = p(xe) 
存在 解 4 一 关 (x， +)，、 它 就 是 (4.1) 的 上 解 。 因 此 ，(4.1) 存在 唯 : 
一 解 w(x, 1? 满足 wtx; 了 了) 守 Cf 门 。 
例 3 设 e> 0 A> 1 为 常数 p(x) 之 0 , 疾 0(rED), 则 
[ Dn 
Br 
有 zz 一 0 (rt dn x 0, 十 co 
\ wx 0 一 fs (rE DO) 


-一 Ai 一 和 一 Ci (ryt EQ XxX (0, +o0)) 
C4.5) 
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存在 唯一 正解 #(x,f) 并 百 它 是 有 界 的 ， 又 设 太 是 
一 上 8 一 Antx EQ), Bujap = 0 
和 赎 地 小 特征 值 。 则 4 一 入 时 
im wx f) 0 《对 xE 旭 一 致 ) 


证 明 ”显然 外 一 0 是 下 解 。 可 取 对 充分 大 能 # 一 村 是 上 
解 . 因此 :,《4.5) 存在 唯一 正解 wtx, 站 并 注 足 
Oa 


现 设 相应 的 特定 函数 为 glx)， 当 Bn ~ 十 有 es 


时 ， Pk) > 人 0 (xE 总 )。 令 苹 一 ppts) ;其 中 pe 0 待定 ， 
一 AND + pple) 
Ap Dp Cx) 2 
Hx 0) 一 PO}g, (x) 
之 pO0) min qr) 
pr) 《YE 
取 p(tz) 满足 
| p+ Ch 一 2)p(9D 一 和 
M0) op . 
其 中 名 满足 : 
fo 0 po min Pr) 2 pt) 


却 到 
pL) 一 ea 
于 是 起 vy 让 是 (4.5) 的 上 解 。 
站 = 
一 oe p(x) 
因此 , 当 4< 2 时 
im wx 1}= 人 0 {对 xE 一 致 ) 


二 和 让 丰 呈 


若 呈 xz 一 AS 取 昌 一 有 使 
— A = An, 经 | ac, =— 0 
的 最 小 特征 信 罗 满足 1 < 和 和 2， 共 相 应 的 特征 级 数 记 为 
Cx) 则 加 人 OKxzEg)。 同 前 面 一 样 可 证 
0 wr ER 乓 


= pet gp (x) 
因此 , 同 祥 有 


Em zx 好 一 个 《对 x ED 一致) 
注 1 若 对 任意 了 之 0, 均 可 得 到 (4.1) 的 唯一 解 wtxs ty 那 
么 它 的 定 六 域 就 是 名 x [0, 十 )， 称 它 为 整体 解 。 


注 2 条 件 (4.3) 中 se CCGr x [m, M]) 可 减弱 为 ， 在 
在 常数 长 半 0 , 对 性 闭 (Cx, A)E Or, Hiy M2 [Lm , M] 有 有 


[rs 一 fxs ts 区 | 安 天 [一 wm | 
这 点 队 务 定理 的 证 明 中 均 可 看 出 . 


5.4.3 ”爆炸 现象 


(4.1) 不 一 定 有 整体 解 stx, 中 ， 甚 至 可 能 解 在 有 限时 间 内 煤 
炸 (blow up》)。 研 究 反 应 扩散 方程 的 爆炸 现象 是 有 实际 意义 的 

定义 3.4.10 藻 在 在 TC0 之 工 二 00)，(4.1) 的 和 解 wz +》 
在 意 xX [0, Ti 上 存在 , 且 有 


lim max |wCxy /|= 0 
T+*T1—0 {sryEFy 


(或 lim ma¥ lx(x, Nn] 一 0) 
则 称 (4.1) 的 解 w(x, 让 在 有 限时 间 内 爆炸 。 
定理 34.11 设 (4.3) 有 下 解 g(r; 站) {{ry DEDX[0, 
十 台 力 ， 对 任意 了 > 0, 5 prs 1 在 Gr XxX [prs P] 上 族 足 条 
忻 【4.2) 与 《4.3)， 其 中 pr 二 min #(, 1。 则 (4.1) 或 存在 整体 
解 ,或 有 T,> 0 在 10， Ty 上 在 在 解 WCF 2:)» 县 


Em Inax ax 一 oo 
TT —D (rEBr 
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证 明 ”任意 给 定 工 盖 0， 任 取 N > (xs 天 《Kx E Or). 
定义 一 个 涡 数 
fCxs 12 4) = 人 ts #)y HN 
f(xy ty Ns wo> WN 
并 考察 博 助 同 题 
Ou + Lu = Hrs 1» #) 
Dr 


Bu 一 加 zy 1) (4.6) 
下 fs 0) = pC) 
笛 前 苟 的 例 2 知 ，(4.6) 存在 唯一 和 解 HEF) > CE) E 
Qr) 
对 于 给 定 的 了 , 只 有 以 下 两 种 情形 之 一 : 
《1) 存在 一 个 N， 当 (zx; 中 E97 时 (zx 站 夺 N， 则 
wx, 2) 就 是 《4.1) 的 解 ， 
(2) 对 一 切 NN 之 f(x, (x #1) € Or), 存在 《zwv， TAN)E Or 
填 得 w(xn, 了 wy) > N. 
mo w*{xs 7?) 是 rE [9, TT] 的 连续 函数 , 因 lim u*( 1) 一 


xs) 《关于 xe 一致), 于 是 + 之 0 充分 小 时 max w+ (x 1) < 
Ny CN 充分 大 7 又 maxu™(x, 2 > NN, 故 存在 


max sn*trs A 一 N 
Ty 
因此 w*(Cx, 1》 是 (4.1) 在 0r, 上 的 唯一 解 。 
显然 Tv 是 Wy 的 单调 上 升序 列 ,YwsST， 故 存 在 概 上限 
om 一 人 Ti. 于 是 (4.1) 在 中 x £0,T1》 上 在 宪 解 w(x. 让， 


Mr 


而 且 


im maxwtf, £1) =o0 
YT Ee 


车 对 每 个 了 0, 都 出 现 第 一 种 洁 形 , 则 (4.1) 有 整体 解 。 磊 
对 其 个 工 出 更 第 二 种 情形 ， 则 得 结论 的 第 二 种 情形 .证 毕 。 
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如 果 把 《4.1) 有 下 解 收 为 有 上 解 或 必 汐 对 任意 1 之 0 和 任意 
的 过 MM, 了 满足 条 人 忻 (4.2) 与 《4.3), 你 能 得 到 什么 结论 ? 

给 定 问题 (4.1) 怎样 判定 它 的 解 一 定 在 有 限时 间 内 煤 人 炸 呢 ? 
风能 耕 给 出 一 些 (4.1) 的 解 在 有 限时 间 内 爆炸 的 充分 条 件 。 男 人 外， 
星 然 给 出 确 奢 的 爆炸 的 时 启 T, 是 困难 的 ，、 但 能 理 给 出 TT 的 估 壮 
呢 9 下 面 就 来 讨论 这 些 问 题 ， 

从 定理 31.11 的 证 明 中 可 以 看 到 。 若 《4.1 的 下 解 glx, 1) 
本 身 就 有 


im maxgtx, 一 十 oo 
TTT" #7 


由 (4.1) 的 解 wz 1》 世 一 定 在 有 限时 间 内 爆 熔 ,而 且 可 以 用 T” 
作为 爆炸 了 时刻 了, 的 估 讨 值 ， 

利用 这 种 方法 考虑 下 面 的 例子 。 

例 


Ou 


Be — Anu~= cle 一 上 《YE 站 


4.7): 
Bu= po tu=0 (redo,t>0) 047) 


nl 一 中 fr CxE DQ) 
其 由 a, #5, 6,8 均 为 正 的 常数 是 5 志 1 
志和 是 
三 全 = Ny 
Bu|lag = 0 
的 最 小 特征 值 。 相 应 的 特征 函数 为 plx)，qitx) > 0(r€ 2) 


了 了 
1 天 


cog, 妇 对 某 > 0, Tt) > SO) 《YE dQ), 
则 存在 T, 过 十 ceo。 使 得 (4.1) 有 唯一 非 负 解 以 ts 5 定义 在 : 
总 x 14, T,》 上 并 诺 足 


7, < 二 ， ux, FY) > BC1 一 TD! pl) 


面 4 


Lim := 一 二 0 
rm, Max at x, 全 


1 . 
Y= cB EF 
2 “80 man ps 了 


证 明 “只 要 寻求 一 个 下 解 &(z 1) = pp)2i(x)， 其 中 
PCD 之 0。 为 此 必须 要 求 
9 

(和 一人) PCDPpCn) 

= {p+ Lp Op 

eerP' ps) — 十 了 

PKOD) < 8， prs) 0 
后 为 

《FI — by > ce 一 1) 
六 


cap pt py cap'pi 
之 | co + cap'min wo]m 
所 以 只 须 取 pln) 诺 足 
p+ Ch — ceca)p 
< > oop min Py 
PGE DPC 二 0 
又 因 1 一 cas 近 0， 扎 以 只 须 取 靖 注 足 
p 一 记 cap’ min Pu 
pC0)= 8 
解 得 . 


rp- (eb 


出 此 得 到 (4.7) 的 一 个 下 解 & rr 站 一 pCOpn(kx}。 证 上 毕 ， 


aa 生生 = 


注 我 们 还 可 用 其 它 方 法 讨论 煤 炸 问题 。 例如 “ 凸 福 方 祷 ”. 
利用 凸 福 方法 我 们 可 以 讨论 : 

(1) 初 边 值 问题 解 的 不 存在 社 ， 

《2) 着 初 达 值 问题 的 解 在 有 限时 间 内 煤 炸 ， 解 的 最 大 存在 区 
间 是 [0, 了 估计 TT,. 

为 了 突出 凸 竹 方 法 的 存 想 ,只 考虑 以 下 简单 问题 


3 = Antfx) (Cx, EO7) 
w= 0 (Cr 门 ES7) 人 


w|i 一 wo(x) (rE 0) 
假设 
1® pl) 0, wl) 天 0。 
2° ie- — fls)) Tt Am(ls) > 0 (xé 0). 
3° FODE CAR), fA) 0 CYue BR). 
4° 匀 正 整数 1 守 3。 使 
uf CH) — Cio DA 之 0 (Vw > 0) 

叉 设 (4.8) 有 解 w(x, 站 E Corn CFO 实际 上 可 以 证 明 ). 
所 谓 凸 性 方法 的 主要 思想 在 于 数学 分 析 的 以 下 事实 ; 
引 还 34.32 若 JoecC[0 TIONGCI0, TI], J (0) > 0， 

710 < 0 TO) EO (vie [0, T), TE — Fe 则 习 了 ,， 


— A007) T)=0 
0 二 工 , 亏 Ty 使 得 CT,》 


证 明 留 给 读者 ， 

现 设 (4.8) 的 解 wz 站 存在 ,显然 它 非 负 。3| 进 
iC = 1 ur, drtl 2 3) 
N= I (a>0 


则 
HO)>0 


* ll1» 


C0) = | sf) + Auldx > 0 
于 是 
(0) DO < 到 
又 
了 (一 一 GT [I ~ 0 + 1)1"] 
.车 能 证 明 (DD 过 0,， Ge [0, TY), 当 


Ts 7100) 100) 
TO0) oT’'(0) 


时 由 引 理 3.4.12 便 得 矛盾 ， 
下 面 我 们 证 明 
定理 3.4.13 设 条 件 1° 一 4°? 成 立 , 则 
1) 着 了 >T* 一 了 7 吉 了 ， 则 问题 (4.8) 无 古典 解 
2) 车 《4.8) 的 解 在 T, 时 刻 瀑 炸 ， 则 T, < T*. 
证 明 设 (4.8) 存在 解 n(x， DeeE [0, TT1])、 对 六 品 求 导 持 
利用 散 度 定理 及 方程 得 


= | 了 


= A — 1) | lvelds 
+ a -ay 
TOO 1) | wid 
十 a Wigs dx 
一 20 人 一 1 | ww dx 
i 1) |, wp, [Ag 十 Cn)] ds 
十 1|。 uA 十 其 ovdz 


» 52. 


一 270 一 1 | 2 
一 拓 一 1 |, nn jn) dx 


十 a sf Cu Yd 


— 10 —1) | wa 2 dx 


+ i — 0G— 2) | wi | Val ds 
十 区 1) | 后 Dus weds 


十 计 n+ Dus dx 
站 几 Dn 


一 人 —_— 1 3》 | Ct p30 sj dx 
只 Pe 
~ 2 一 1 | wi dx 


十 1; |, Hu [Lut Cm) 
一 人 一 1 其 们 ]az + i — 1 — 2) 


和 四 
| Hi D) 1 dr 


二 中 利 


令 9 一 区， 则 ”满足 


Ov 一 As 十 CD 
Br 


vlaes 一 站 
区 | = HWE)) 十 tk) > 0 
出 此 易 知 v 二 4 芝 0， 于 是 由 假设 条 忻 得 
1 3 2 — D |。 wl-2 2 dx 
再 由 Schwarz 公式 ， 


= 153*» 


LT OD 一 p(w- ! wg, 人) 
一 P 人 > 3 de) 


过 上 | dr | wind 
0 总 


0) 


2C7 二 1 
即 
TO CG) 和 二 二 [Fe 
故 取 a 一 二 一 和, 则 
TO = —el (et DI <0 
ww 
TT DD .0) 


iC— 2 CO) 了 CD) 
时 ,由 5]1 理 3.4,12， a7,, 0 TI, < T*, 了 To = 0 有 了 


(|, wr, Todz) = 一 明 


这 和 便 闻 持 了 .由 此 立即 得 定理 的 结论 。 证 毕 ， 


3.5 抛物 型 方程 初 值 问题 的 比较 方法 


最 后 ,我 们 考 虚 初 值 间 题 
Hu 
和 一 二 区) (rE IE Qr) ka) (sy 
n(x, 0) 一 pr) KxE R) (b) 
其 中 


Or 一 《—00， 本 oo) 六 《0， 11 
为 有 限 或 十 o。 我 们 在 
CCO7) 一 {n(x, 站 lwE C(Or) 且 有 界 } 


归 35 = 


中 求解 初 慎 问题 (5.1)，, 它 的 解 记 为 te 人 (xy 全 


3.5.1 初 值 问题 的 比较 原理 


由 初 仿 问题 的 强 极 值 原理 可 导出 初 慎 问 题 的 比较 原理 。 它 是 
讨论 初 值 问题 的 基本 依据 . 

引 型 35.1《 强 极 值 原理 ) 设 BCx, 1), clx, 1) 在 0Qr 有 界 ， 
VE C(Or) 且 满 


be) el, NV 二 0 
x 


Dr jr? 
(Cr, 2)€ OQ7) 

Vix, 0) 守 0 《YE R') 
则 V2 D0r, 1)E 07),， 又 当 V(x, 0) 半 0 财 V(x,1) > O04, 
2) E 07), 

引 理 3.5.2 (比较 原理 ) 设 fE CIm, M], (zx, 7)E Or 时 

7)， 又 B(x, 11》 在 Or 有 界 ， 

On a 


并 Bw Be 
Ou py, 一 >> 0 — Ov 
8 


— Bx, #) 3 一 Ko) (Cr De OQ7) 
上 
uCrs 0) > vr, 0 《一 oo 二 x 二 十 00) 
| WCr, 站 = vt rx, 1 Cx, nt Or). 若 广 有 a(tr, 0) 上 一 stx,0), 
则 wx, D> vr, 1) (lx, NE Q7). 
证 明 利用 强 极 值 原 理 。 
3.5.2 上 `\ 下 解 与 初 慎 问 题解 的 存在 唯一 福 


初 慎 问 题 的 解 是 否 存在 唯一 ， 这 取决 于 对 初 值 问题 的 链 是 否 
有 上 先 验 估计 . 
定理 3.5.3 设 KE COR),， p(x) ECCRD). 又 设 若 初 全 
何 题 (5.1) 有 解 wz 六 必 有 
lu:, DSKE G0) 


» Ls5*= 


其 中 KC 是 某 正 熙 数 ， 刚 初 入 问题 2.2) 存在 唯一 解 n(x, 站 
满足 
[upCres 1) | SKC (Cx DER: x (C0, +0)). 
利用 上 .下 解 可 得 解 的 先 验 估计 。 
定义 3.5.4 设 区 xy 从 (atx, 站》 满足 : 


1 jC € CD), He (PE), 2 (SE)e CC9z)， 


2° Li CD Cy < 0)) (x, N € 07), 
DF Dr 


则 区 ga) 是 方程 C53.19-(8) 的 上 解 ( 下 解 ). 若 又 满足 

3° Ex。 0) 2 px) (ux, 0) SE p07)), 
则 称 (#) 是 初 情 问题 (5.1) 的 上 解 ( 下 和 解 )》。 

由 比较 原理 可 得 初 值 问 题 上 、 下 解 的 有 序 性 . 

推论 35.5 设 尖 r 门 ， 红 z, 门 分 别 是 (C5.1) 的 上、 下 解 ， 
则 (Cx, ER 0)， 广 当 x, 门生 #(x, 0) 
时 xs 2 > gr, 1) (rE R', + 0), 

定理 3.5.6 设 ptx) ECCR')，(5.1) 存在 上 解 并 x, 7/) 和 下 
解 #Cx, 办，fE CR')， 则 (5.1) 存在 唯一 和 解 术 *, 站 并 满足 

ux, 1) ux, Ar, A) 

证 明 瘟 给 读者 . 

推论 35.7 设 plx) ECCR')，(5.1) 存在 上 解 半 和 下 解 #. 
念 1 一 int gtx, 1), M 一 juP 站， 人 站， 又 设 fE C'[m, M]， 由 


(5.1》 存 在 满足 : 
gCr, 1) utr, 1) HC, 4) 
的 啡 一 解 。 
证 明 ”作答 助 问 题 


Du dn 
二 二 
Dr Dx 大) 


nx, 0) 一 中 (zx) 
我 中 六 Cx)E CXR'Y)， 和 得 1*(#) 二 fn) (wn& [im M]), 由 此 立 


* 130° 


即 可 得 结论 ， 
36 评 和 注 


求解 抛物 型 方程 的 初 边 慎 问 题 ， 初 植 疝 题 以 及 精 赚 型 方程 边 
慎 问 题 的 单调 方法 基 一 种 近代 法 。 它 把 求解 非 线 性 问题 转化 为 求 
解 线 性 问题 。 先 得 到 近似 解 序列 ,然后 证 明 它 单调 有 界 , 从 而 极限 
存在 , 表 证 极限 函数 是 解 . 

利用 单调 方 革 可 以 讨论 : 掀 物 型 方程 定 解 问题 的 解 《 包 括 整 
体 解 ?的 存在 唯一 性 ; 多 圆 型 方程 过 和 值 问 题解 的 存在 性 与 分 叉 ; 化 
衔 解 的 稳定 性 【第 四 章 ); 解 的 blow up 问题 等 参见 {Sa, 1]， 
[Pao, 1, 2, 3]. 

应 用 单调 方法 的 关键 是 求 出 上 ,下 解 , 其 常见 的 方 注 是 : 求 常 
数 上 解 或 下 解 ( 见 $ 3.3.3); 利用 线性 问题 的 解 《5 3.4.2 的 例 2 及 
IiLin]); 利用 第 一 特征 函数 (5§ 3.3.3 及 § 3.4.2 的 例 3); 利用 相 
应 的 常 微分 方程 C$ 3.4.2 的 例 1); 在 [Ral 中 ,利用 变 分 方法 求 下 
解 . 

单调 方 半 有 也 下 推广 : 

i” 把 单调 方法 推 广 色 方程 组 (网 第 五 章 )。 

2” 考虑 反应 项 f 依赖 于 末 知 水 数 的 导数 项 ([FTa]》。 
3” 讨论 反应 扩散 方程 局 期 解 的 存在 性 ,例如 : 


Ey t Lunt elx, n= fx ts H, Bradw) 
1 

(xE 2， i€ R') 
Bu 二 洛 (xeE O01 R') 


[Ama, 1]. 
4” 讨论 退化 的 非 线 性 反应 扩 获 问题 ,如 
wu = (4")ee 十 天 给 
| 门 一 由 
ux 0) = wo lx) 
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IACP]. 

我 们 把 志 章 前 面 引 进 的 上 .下 解 称 为 古典 的 上 、 下 解 或 正规 的 
上 上 .下 解 ， 对 于 这 种 工 . 下 解 ,从 微分 不 等 式 的 要 求 , 它 需要 一 定 的 
光滑 性 ， 这 对 于 研究 问题 是 不 方便 航 。 自 然 锅 望 放 松 光 请 性 的 限 
制 ,又 使 得 比较 定理 仍然 成 立 。 为 此 ,不 少 作者 推广 了 上 下 解 的 福 
念 : 

1? 引进 不 正规 的 上 .下 解 . 

Fije 在 [Fif] 中 分 别 定 习 


#(¥) 一 min [Rx),, Ry Cx))] 
ux) 一 mx [a tr ”sy uwC*}] 


为 (不 正规 的 ) 上 、 下 解 ， 其 中 六， 此 分 别 为 正规 的 上 、 下 解 . 在 
{FTa] 中 把 取 max 与 min 的 集合 换 成 x*E 8 的 VY 狂 域 5., 即 拒 


u(r) = min [和 Ce vtx)} 
(x) = max LT ta] 


分 别称 为 不 正规 的 上 、 下 解 。 

2° 引进 弱 上 ,下 解 . 

为 了 研究 弱 解 , 引进 弱 上 、 下 解 . ‘ACP]】 中 给 出 敲 上 ,下 解 
的 定义 . 

车 #: [9, 十 0) 一 上 CO)(C0 一 《一 1, 门 ) 满足 : 

(1) unE CO, +00); LAONELAQTD) YT > 0). 

(2) YE CHOW p00, pli 一 0 及 TT 之 有 


人 uC, Tw, Idx 一 有 Cnp, TT 和 ep) dxdt 


主食 世 ) 1， Hox pr 0ydx 十 fC(n)plr, radrds 
Or 
则 称 # 是 | 
名 Cu™ es 十 Ku) 
uC 寺 +i, 门 一 人 0 
utxs 0) 一 wetx) 
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的 弱 上 下 ) 解 . 
上 、 下 解 梳 念 的 推广 ,给 许多 问题 的 研究 带 来 方便 。 对 于 某 些 
具体 的 反应 扩散 方程 的 研究 ,单调 方 注 常 常 是 有 效 的 。 
习 题 三 
3.1 设 stx)， rlx)》 是 边 信 问题 
— A = 
上 r= pr (Em C3-1> 
站 一” 一作 {x EoD) 
的 解 
1” 求 Alm 十 gj 
2° 证 明 ; sr(z) + oz(z) 二 1 (x E90). 
3.2 设 边 值 同 期 
人 一 CU， Ar = (Cr toy 
# = ox) (x AD 
有 非 负 解 (xCx); vrCx)》 和 (a(xz), 趟 x))， 其 中 = 有 为 正 的 常数 ,证 朋 
1° Be 一 mr = BR -一 os 
2” uC} = C4) vir) =— BCx) 
3,3 证明 引 埋 3.1.4 与 引 理 3.1.5 
3-4 设 1ec', wv E08 满足 
—Aavsftr), —an<iln) {EA) 
站 YE Cx 站 


证 明 : 
1° oCr) > wn) Cx El). 
2° 若 又 有 ojio 一 刘 aoy 则 汉 | ,< 侨 |,。- 


3.5 荐 ws) 在 Getrrfil 中 有 界 : 又 
,lim WW) EE， 过 点 收 训 Q) 
证 明 ; 对 Wea，0<ecp wr)j EE CHD) 且 在 C*A8Y) 中 w(x*)》 收 襄 到 
ww ry, 
3.6 讼 fC， 边 精 问题 
一 应 村 一 Hy {rt ED 
并 二 届 Cr €60) 


"1 


后 针 集合 为 5， 分 下 一 < 证明: 
1” 和 集合 人 ja Es， lnlls 志 Ry 在 FE 中 是 列 紧 的 ， 
2” 荐 #8, 在 E 中 4 (r+c0),， 风 wn€5， 
3.7 设 3 了 ec v0， 和 U(x EO)， 芝 满足 


一 re 十 qr)e (0 Cx EM], r=0 (* 90) 


其 中 gCx) E CC8Y， 求 证 
{~ + or) = A C322) 
rt|an 一 曲 
的 蘑 小 特征 值 入 >0。 
3.8 这 wx)，v(x) 是 连 信 向 题 (3-17 的 解 ，a 吉 0。，* 志 0。 证 朋 : 
1” 此 或 请 存 呈 不 变 号 , 则 3 ER vv 一 wn, 
2° 没 4(z)=0 时 (3-2) 的 全 体 特征 信 为 
A 志和 本 
若 4:>1， 唱 ”和 z* 和 在 卫 无 零点 。 
3-9 设 x 站， vz EC x10, 十 00)》 且 非 负 有 界 多 满足 
Dr dv HA 一 APD 
dr 7 
《zy ER +co) 
其 中 =， 上 为 汕 超 。 
人 falxs ty 4 ory Md 0 (+00) 
证 骨 ; 


1 lim 1. [fxzs 站 十 Ux, 门 JPex dx 一 候 


其 中 fr) 是 C3-2) 当 a(x) 二 0 时 的 第 一 特征 函数 ， 

了” Im 人 [tzys D+ rs Dldr = 0 

3.10 设 gCry，9(x) EC 一 十 oo 时 在 品 上 .Cx 一 致 收 伍 
到 qz 又 设 上 3-2) 的 最 收尾 征 值 为 9 对 Ya 一 0 是 

一 各 站 十 如 = (3 3 
nla =0 

前 特征 慎 。 证明: 3w， 当 => 时 4 一 0 旦 433 的 最 小 特征 值 . 

3,11 设 20 时 区 的 是 局 部 Lipschitz 的 ， 天 0 六 0。 考察 沁 攻 问 
十 


a ne" 


{ 一 入 中 一 Al(n) C3-4) 


njas =0 

证 明 
1” 3M*20， AECO, MtY 时 (3-4) 存在 一 个 非 信 解 。 
2” 若 又 设 K0) > 0,w > 0 时 藉 的 是 增 函 数 , 了 为 有 的 直径 ， 则 村 源 


2 sup ， 其 中 4 是 空间 R' 的 维 数 , 


: 
di 1>0 Le 
3” 若 Hw》 有 办, 证 明 对 YA > 0，(3-4) 存在 一 个 非 负 解 ， 
3.12 ”考察 这 值 问题 
{ La + cla = fxs Hy) Cs €D) 
Bn 一 站 CX ED) 
其 中 cfx) E CC8Y，r(x) 守 0 设 
HY 3 常数 贡 闻 有 ren eM 时 Hr) 0 
CY 开 r ay 在 号 X[o 二 ceoy 是 遍 部 Lipwhitz 的 ; 
(CH) 对 Yr €5, f(r, 0) > 1。 
证 明 : 
1° 车 (x) 是 (3-5) 的 非 负 解 ,又 设 1 满足 (HD), 则 0&w < M(x ED 3 
2” 车 (HD 一 《Hs)》 成 立 ， 则 (3-5)3 最 大 正解 写 #),， 0 < 2) 过 财 
《Ea), 


(3-5) 


3.13 设 常 数 M>0, 2 ecC9 x [9 M]):Yx eg i(x, M) < 9 ( 取 


等 号 时 etx) 与 上 8x) 不 同时 异 为 零 )。 若 A) 是 43-5 的 正解 ; 试 证 
wl = mar | 

3.14 设 w+#) 是 3-5) 的 解 , 又 满足 : * E28， 4 达 0 有 时 扩 xy 站 问 
《 取 等 号 时 要 求 .etx) 与 Cx) 不 同时 恒 为 零 )， 证 明 w(x) 六 0。 

3.15 汪 册 定理 3.3.28. 

3.1§ 证 明定 理 3.3.29。 

《提示 利用 3.15 题 民 解 的 先 验 佑 计 ,> 
3.17 设 efnaTeckR) 且 
atu)ln ss 1 (Cu ER') 


Tix) elo, zx]ja 满足 | Jtx sinxdx = 0, 证 明 


人 GD ~ A + {9 
«(0) = u(x) = 0 


"lil" 


存在 解 . 
ii = Ry 
,18 
. { #|ag=—0 
的 最 小 特征 值 为 ， 若 f ECCR') 
Lmsup HA < A, 


1 时 一 十 到 


证 明 初 边 以 间 题 
| 这 = Aa" fu) (Cred,r> 0y 
省 一 日 (x EB0, 1 > 0) 
Hrs 0) ptr) Cr EO 
存在 唯一 解 且 有 界 . 


时 而 也 


第 四 章 平衡 解 的 稳定 性 问题 


本 章 利 用 比较 法 讨论 半 线 性 抛物 型 方程 的 初 边 值 问题 以 及 初 
入 问题 平衡 解 的 稳定 性 。 本 章 是 比较 法 的 一 个 应 用 . 


41 平衡 解 与 稳定 性 概念 


设 有 半 线 性 独 物 型 方程 的 初 边 值 问题 
5 + Lu = Hxs 5H) (CCrs IE OY (a) 
Bu ~ g(x) (Crs DESs) Cb) 《11 
u(r, 0) — (xz (x EO) (¢) 

它 的 特殊 情形 是 
Et Lu fe,w) (r,t) EQ) (sa) 
Bu — g(x) (Crs)ESs) (bY 2 
wx, YO) 一 px) (x € 0) Cc) 


其 中 80。 一 20 x (0, 十 oc0), 56 一 80 Xx (0, 十 co),L, 8B,，8 满 
足 第 三 章 的 (2.3} ,gtlw) EC 2 满足 相 容 性 条 件 . 

若 x 一 wtx)》 满足 《1.1)-(a)，(b)， 则 称 wx》 是 《1.1)- 
《a) ，tb) 的 平衡 解 ， 也 称 为 是 (1.10 的 平衡 解 。 wtw) 是 (1.2)- 
《ay (Cb) 的 平衡 解 的 充 要 条 件 是 ，w(x) 是 椭 贺 型 边 值 问题 

Lu = f(t, ux ER), Bu— glx) (x E00) 
的 解 。(1.1) 与 (1.2) 的 解 均 记 为 splx, 7). 
所 而 定 上 关 0， 打 间作 为 Cg 空间 中 的 元 素 , 定 义 范 数 
la: ,De = max | ax 2)! 
作为 卫 放 07 一 HICO) 中 的 元 素 , 定 义 范 数 


省 


和， 和 | 一 (1, az， 上 dy 


+ 总 (| 
我 们 还 著 察 初 值 右 题 
这 一 a Hn) (x DER xX (0,0)) (a) (1.3) 
urs 1) = pr) (Cx ER) (6b) 
在 5 一 w(x》 福 足 
w + fw)=0 


加 称 sw Cx) 为 C1.3)-Ca) 的 平衡 解 ,也 称 为 《1.3) 的 平衡 解 . 
Y 固定 : 闫 0,wC- ,7 作为 CC 一 00 ,十 o0) 中 的 元 素 , 定义 
范 数 
lac 的 = sup julx, | 
+ 龙 民 


下 亩 我 们 给 出 稳定 性 的 定义 。 

以 zekxy 站 表示 (1.1) 或 (1.3) 的 解 ， w(x》 是 平衡 解 , 
代 雪 某 种 楼 ， 

定义 Ll 车 对 ws 盖 0，38> 人 和 当 loe(zy 0) 一 纪 (c 让 一 
pC) 一 at)<8 时 ,对 叉 之 0 有 

aolxs 人 一 ao 人 < 
则 称 w(x) 为 稳定 的 。 若 38 盖 0 省 pfz) 一 如 人 让 < 及 时 痊 
lm lage, 自 一 地 [3 = 


则 称 w(e) 是 吸引 的 。 集 合 
(Ce lm Maskx, 1) — wl) 一 0 


称 为 ztz) 的 吸引 区 域 ， 若 w(x) 既是 稳定 的 又 是 豚 引 的 ， 称 学 
《局 部 ) 白 近 稳 定 的 、 车 w(x) 不 是 稳定 的 , 则 称 为 不 稳定 的 . 

同样 可 引进 全 局 浙 近 稳定 性 . 

取 不 同 的 空间 ,我 们 可 以 给 出 不 同 的 稳定 性 ， 在 初 值 问题 中 ， 
可 以 给 出 ECR) 空间 中 的 稳定 性 。 在 初 边 值 问题 中 ,可 以 给 出 


“164+ 


CK9) 空间 ，H(9) 空间 或 Ca8) 空间 中 的 稳定 性 等 等 。 我 
们 还 常常 只 在 C(3) 空间 中 某 个 集合 上 涛 虑 稳定 性 ,如 
Cr(8) = {pr) | pe) €E CCO), ph) > 0 (ze 区 ))} 
即 考 虚 正 解 的 稳定 性 。 有 时 我 们 只 考虑 在 逐 点 收 语 意义 下 的 渐 近 
稳定 性 ,多 
lm nr, Ft) oe wl) 

各 种 收敛 性 之 间 有 什么 联系 ? 先 引 述 一 个 引 理 然后 回答 这 个 
问题 . 

引 理 41.2 设 Nn) ECiCR), 8 守 0, n(x, 1) 是 


Ou 一 Pa 一 He (Cr) € Oo) 
Bu gx) (tx, 1) € S50.) 人 


\ uz 0) = px) (reD) 


的 有 界 解 , 对 YT 之 0, nlx, 中 EC (Dx [5, 71), 则 3 
(与 ! 无 关 的 ) 常 数 必 之 0, 对 w386>0， 有 


[Iu Dlr C1.5) 
汀 用 这 个 引 理 可 志 证 明 : 
定理 41.3 在 引 理 4.1.2 的 条 件 下 , 则 有 
lim ux, = wx) (1.6Y 
< 
lm [ntxs 1) 一 wr) | 一 1.7) 
< 


bm larCxs DO— wr 0 (Coke EC DY) (1.8) 
这 里 w(x) 是 《1.4) 的 平衡 解 ， 

证 明 设 《1.6) 成 立 , 利 用 反 证 法 由 (1.5), 对 0<a<8 得 
到 (1.7) 成立. 

由 wlx, 站 -一致 有 界 及 《1.5) 成 立 ; 对 YP 人 2 常数 Mi 使 得 

latx, 2) 一 sw (x) sp < 了 | ax 好 一 wz), (ft > 60), 


* Ss 


再 利用 能 人 定理 ,存在 常数 MM,， 
[wz， +) 一 w tr)ll, 地 Mllutx, n) 一 ws) hs 
因此 ,着 (1.8) 成 立 ; 则 (1.6) 成 立 ; 从 而 《1.7) 也 成 立 。 证 毕 。 


42 ” 袍 边 值 问 题 平衡 解 的 稳定 福 


421 基于 第 一 特征 情 与 第 一 特征 配 数 的 稳定 性 判别 法 


设 五 > 盖 0 是 
Li= ty, Bulao = 0 
的 第 一 特征 值 ,相应 的 特征 通 数 (第 一 特征 函数 ) 为 pn (x) ,ph (x) 
0 Ctx EQ)。. 将 gtx) 规范 化 使 之 max qitx) 一 1。 在 基 些 情形 下 > 


我 们 可 利用 第 一 特征 函数 来 构造 上 .下 解 , 从 而 判断 《1.17 或 (1.20 
平衡 解 的 稳定 性 . 
现 设 长 *，*，07 一 0，8g6s 一 0， 即 一 0 是 (1.1)-(a)， 
Cb) 的 平衡 解 ,我 们 讨论 它 的 稳定 性 ， 
定理 423 设 x,10) 一 0,g8(x) 一 0 对 Ye 十 ooy 
FECLCGB。 x [0，p]). 
1 车 存在 常数 e 盖 0 使 得 对 Vx Eee。 0 一 sp， 有 
Fr 1 9) SE Ch — oa) 《2.1 
则 对 于 Yop(Cx): 0 扫 p(2) 委 pmtz)， 1. 存在 唯一 正 的 整体 解 
#(x， 1) 且 有 
0 uxy ESE pe p(x) (Cx, fF) EQ.) 
2° 若 ar > 0 使 得 对 YCx, nec nz 有 
fz, 151) > Ch a) (2.2¥ 
则 对 于 YW8 > 0, 只 村 q(x) 守 59.Cx)。(1.1) 存在 唯一 正解 w(x， 
引 或 定义 在 [0, 十 co 或 在 有 限时 间 内 爆炸 . 在 存在 区 人 司 上 满 
足 
Nx 1 Or"ip (x) 
证 明 1° 取 交 一 pe “plr)、， 则 


* 


(TIL)E 0 pene) > fx, ts 
f 
BE}, = 0, |e — ppi(#) > p(x) 
条 站 是 一 个 上 解 . 又 关 一 0 是 一 个 下 解 。 因此 存在 唯一 解 n(x*,7) 
廊 足 0 志 g(x ;站 所 x 一 pe ptr). 
2” 到 # 一 zc“ 同样 计算 可 得 
人 
+ 
Bgls ~ 0, #(x, 0) 一 Sp < px) 
疏 # 是 一 个 下 解 。 根 据 定 理 3.4.11 得 结论 。 证 堵 ， 
当 Bn 一 让 十 5 时，mGs) > OCx € D), 于 是 min pu 一 
0 当 0 所 p(tx) 所 pp 时 就 有 0 所 p(x) 所 pph(*). 
当 Bw 一 生生 ,我 们 把 工 的 系数 开拓 到 名 ,上 使 之 保 特 原 有 的 
党 次 性， 其 中 局 习 台 ;98， 是 育 愉 开 区 成 ，02， 足够 沦 滑 。 考 赛 
符 征 信 问 题 
La= tn, Bu|eo, = 0 (2.3) 
任 给 ea>> 0,8 二 ,可取 避 真 包含 口 ; 使 得 (2.3) 有 最 小 特征 值 
4 一 8， 相应 特征 函数 为 由 fo、 同 前 而 一样 可 证 : 当 条 件 (2.1) 
成 立时 ,对 Ye 0 之 ptr) 过 p(x)，(1.1) 存在 唯一 整体 解 
Kxast] 且 有 
0 nxs NE pe Np (x) 
这 里 办 (x) 在 人 台 有 正 的 最 小 值 , 
这 样 我 们 可 得 到 
定理 和 和 2.2 设 jx,1,0) 一 0，8( 一 0， FTECICO x [0， 
十 0 站, 车 对 Vp >0 雪 常数 a >0， 使 得 对 YCxsr) ED0 一 
半 妇 6， 有 
Hxs 1 Ch CO— ea) 
13380, 对 Yo(x) ,0 < pix) < 有 C1.1) 存在 唯一 正解 HCXS 
#3)， 且 有 


= 367 = 


| 40， Dl is lm_ ju | | 二 从 
在 定理 4.2.1 的 条 件 下 , 若 《2.1) 成 立 ， 则 一 0 在 C8) 
空间 中 是 局 部 渐 近 稳定 的 , 若 (2.2) 成 立 , 则 ww 一 0 在 E19) 空 
辣 中 是 不 稳定 的 . 
例 1， 在 热点 火 的 简化 模型 中 ， 有 一 种 机 型 可 导致 求解 下 列 


问题 
(地 十 工 ) xz 一 Te 一下) (x, EQ.) 
Bv=p5 二 au 一 0 KG Des 
ni ex) (x€ 0) 


其 中 sy 5 为 正和 参数 且 5 二 1， 边 条 件 中 守 0 为 常数 .现在 讨 
论 & = 二 1 的 情形 。 这 时 w 一 0 是 一 常数 平移 解 . 
1°? 设 co 过 如 ， 则 存在 p 产 0 当 (x 站 E00 nsiSp 


时 
f(x 1 1) 2 Fe < 加 

7 全 如 
且 

frst oo el 

bi 好 后 

取 < 使 得 

ce —1)p l= ha 
则 a > 0. 于 是 


f(x 1 1 Ch — oa) 
人 《YY 1) EE 2 n€E [0 oe}) 
因此 , 当 0 过 p(w) 实 p(x) 时 ，(2.4) 有 唯一 解 满足 
0 wx is pe p(x) (Cr tt 0.) 
4 一 0 是 浙 近 稳 定 的 ， 
2” 设 co 之， 
因为 蕉 2 了 一 从 个 一 以 4 > re， 所 以 当 en 盖头 了 时 ,由 定 
可 


* 卫 丰 阁 “ 


型 4.2.1 知 , # 一 0 是 不 稳定 的 。 

注 1 显然 , 例 1 的 结论 2”? 对 0 了 之 上 过 1 均 对 . 

注 2 用 同样 的 方法 可 以 对 参数 ,se， 8 的 变化 及 吸引 区 域 
等 进行 同样 的 讨论 得 到 和 喝 多 的 结果 ， 对 此 有 兴趣 的 谈 者 可 参看 
[Pao, 1, 3], 

定理 423 设 w(x) 是 (1.2) 的 平衡 解 ， 允 设 存 在 上 > 一 0， 
0 过 eh ED W)C EQ) 时 
fec'H 

Ps we) < 1 _ . 
提 


则 存在 pp 之 0; mm>0， 当 pC) 一 扩 人 zj] < pptx) 时 【127》 
有 唯一 和解 ff z) 满足 
Jr) 一 HK < pe ip (x) 
证 明 留 作 练 习 . 
例 2。 在 生态 学 .生物 学 中 有 一 些 简 单 的 一 维 模 型 , 其 形式 为 


到 一 和 (DG 到) 一 fa 


of Ox 
(C(x, 7 ECD 1D) x Rl) (2.5) 
有 | =o 一 gs 再 | 一 8 
和 0 < p(x) 
在 不 可 逆 的 单 酶 反应 中 ,Ff 的 形式 为 
dH 


A 


其 中 cc 4 为 正常 数 ,9 范 分 小 
显然 ， A(0) 一 0， 当下 = 0 时 一 4 是 常数 平衡 
解 ， 区 设 


ar On 
(Dew ) 一 ] 十 dm 


Bu!| .= i 六 xz | =; 一 有 
有 一 非 负 解 w(x) 近 0， 它 是 《2.5) 的 平 筑 解 ， 
= 下 号 二 


df | ou 

5 | 一 CI A < af > 0) 
着 o 二 丸 ， 则 由 定理 4.2.3, 存在 p 盖 0, 上 > 盖 0， 当 jpfks) 一 
uf)| < ppitx) 时 (2.5) 存在 唯一 解 殿 zy zy 且 

[wx F) — tx) | SE pe ip x) 
wrtx 是 稳定 和 的 . 

在 核反应 器 动力 学 中 中 子 流 密度 的 一 个 简单 模型 中 ，f(4W) 一 

一 op， (#1 党 1]，0 为 实 管 数 )， 可 证 明 类 似 的 稳定 性 结果 , 包括 
当 go 过 0, n> 1 时 的 爆炸 现象 。 ‘参看 [bao, 2].) 


4.2.2 基于 单调 序列 的 稳定 性 判别 法 
设 多 守业 分 其 是 


全 一 f(xy WH) (x EQ) (2.6) 
zjao — glx) 
的 上 、 下 解 , 荐 ge 所 p(w) 所 (x)， 则 了 P, 玫 分 别 也 是 
Du + Lu = f(*, #) 
DF 
(2.7) 


x|a0 一 E(w) 
utx, 0) pw) 
的 上 、 下 解 ， 如 果 JE CNHD x [mm M1]), 这 里 *< 品 时 史册 
Lm M1， 则 ) (2.7) 存在 唯一 解 wg(x， 2 祷 足 : 
dx) EV EE HT 人 
Us p(x) 
其 中 Vix 站 = Wylry 站 UOXy I) = W(x, :), 
我 们 可 以 证 朋 : 
(C1) UCx, DCV (x, 门 )》 对 :单调 下 降 ( 上 和 开 》, 因而 存在 极限 
lim_ Vr, 1) — Vx), lim U(x, 1) UC). 


《2) U(x) = 二 Vx)， 记 为 wx)，wlw) 是 (2.7) 的 平衡 解 即 
《2.6) 的 解 , 于 是 


Em ut t) = wl) 


人 


引 理 424 解 sz zf) Wy (xy1)) 对 >0 单调 下 降 (上 
升 )， 
证 明 显然 , ?之 0 时 #7 ;7 了) 三 P(x)。 于 是 对 任 音 5 0， 
WT I EP) Sp) = Br) 时 ，unnpfzyz 二 内 是 [2.7 
的 下 解 ，wy x，?) 基 它 的 解 , 所 以 
ix + 6) SE rz 的 
因此 HE £) 对 y 站 单调 下 括 ， 证 毕 。 
因为 U(xy 站， V(xy1) 对 单调 ,有 界 , 所 以 看 在 极限 
im Ux: = UCxY 
lm Vilxst) = Vx) 


下 面 证 明 U(x)，V (x) 是 (2.6) 的 解 
引 理 42.5 设 xz, 9) 是 (2.7) 的 解 ,着 存在 极限 fim s(x， 
一 U(x)， 则 UCx) 是 (2.6) 的 解 。 
证 明 设 Cx) € CFPCQ) (w(x) 在 旭 无 窍 次 可 微 有 紧 支 集 )， 
则 
| wbdx 一 | (— Lae)gax + | jadx 
因由 有 紧 支 集 可 分 部 积分 得 
| wpar 一 一 | nL*pdr 十 | fbdr 
其 中 L* 是 工 定 义 域 Wi(9)，#|so 一 g》 的 共 罗 算 子 ， 除 以 TT 
再 从 0 到 了 对 + 积分 得 


十 三 |， | yearaz (2.8) 


因为 fm wCx, 1) = UCx), lim f(x, n(x 2 一 大 xyz 所 
以 im 二 上 uCx, I)dr ~— De ， lim 到 | f Cs, wx, 全 = 
fx， U(x)).。 由 控制 收敛 定理 得 ，T 一 士 o 时 (2.8) 右 问 的 极 


= 上 7 


限 是 
人 [一 Prog3D 二 Ts， Uplds 


二 | | -| sx, 了) — nx 0) 
+t) oe daxds , 了 vd 


一 0 《一 十 oo) 
因此 
| [一 L*g)D + fr, Dp]ar— 0 (2.9) 
现在 由 此 进一步 证 明 品 是 (2.7) 的 古典 解 。 
由 强 极 慎 原 理 ,车 
Ly 一 OCx EO), 天 | pp 一 心 
则 4 = 0, 即 (一) 是 可 逆 的 . 因为 二 的 值 域 是 Li 所 以 (一.*》 
也 可 北 生 (一?) 一 (一 L)-9*， 由 (2.9) 


(Cer)var ~ {fr, Uas 
= | fs, TCL) Lar 


~ | CHL ds 
故 对 任意 省 E CPC0)， 
| 一 已 -We 0) + DC 一 rt)dz — 0 

于 是 

《一 工 )-Kxry UY+ U0 (C2.10) 
因为 Utx) EE 工 ,(2) 《任意 pp 空 1)， 所 已 f 信 x; UD) EL,(Q)， 由 
定理 3.2.2， (一 Lr, DU) E WO), 即 UGx) EWiCQ)， 由 赚 
入 定理 ，U(x) € CO), f(x， U(x)) € C*(8), 于 是 由 定理 3.2.2， 
《一 Er DU)E CMHAD), 有 即 U ECAQ)。 因此 可 在 (2.10) 两 
边 作用 (一 L) 得 到 

— LU+Hx,U)=0 


* 3372 


又 显然 有 Ca 一 8， 于 是 吕 是 《2.73 的 古 哄 解 。 同 理 可 证 下 (9) 
也 是 《2.77 的 古典 解 。 

定理 426 设 fECX2 Xx [m, 村 ]} 有 日 又 有 

1° PBC) 之 (x) 分 别 是 (2.6) 的 上 、 下 解 , 当 #*ER 时 (x) ， 
划 (x) e [Lm, M] 

2? 以 $Cw) ，&(x) 为 初 值 的 选 代 序 列 To 中，T"% 有 相同 的 
极限 wlxY)， 其 中 了 是 定理 3.3.2 中 定义 的 鼎 射 , 刚 w(x) 是 (C2.7》 
的 平衡 解 :而 且 若 意志 plx) 所 必 有 
lm Hos 1) = w(x) 
证 肯 ” 革 为 
nr 人 < 贡 
其 中 由 迄 亲 守则， 由 引 理 4.2.5, 存在 极限 
Bm (xzkx， 1), Wy; 一 【Te V(x)) 
Utx)， V(x) 是 人 267 的 解 , 同 时 又 有 
PerveaevUscs 
由 推论 33.3 得 V(x) 一 Try 一 w(x)， 因 此 
lm HX 人 = ww) 
证 毕 ， 

注 1 已 经 知道 存在 极限 lim 7"$ = P(x)， lim 7"w 一 
Vr) 是 Vix) 之 Le。 在 此 基础 上 , 若 能 证 明 VCx) 守卫 (*)， 
则 定理 4.2.6 可 被 应 用 ， 

注 2 对 于 第 二 .三 边 条 忻 的 情形 也有 类 似 的 结论 。 

例 3 考察 初 边 值 问题 

On A (CxeEn) 
Or 

(2.11) 
x|so= 0 


u(x, 0) =— pur) (x ED) 


— Ap= ip, lao = 


* 7 


的 最 小 特征 入海 入 ,由 应 和 的 正 特征 冰 数 为 p(x) 
一 AP= gb bia 一 小 
的 最 小 特征 值 基 His 相应 的 王 特 征 荡 数 汶 pitx), 其 由 心 DY 
yx) 油 足 单调 方法 的 要 求 ， 
1 湖 二 和 时, 丰 在 常数 KK 二 0 和 o> 0， 使 得 (2.11) 的 
解 满足 
[ax 站 | Ke max (x) 
证 明 参 见 $ 3.4.2 的 全 3。 
2° 当 gg 之 时, 曾 证 明 (2.11) 存在 唯一 正 的 平衡 解 Hx) 
和 唯一 负 的 平衡 解 x C(x)， 若 Ce 守 0C 和 只，qp(lx) 过 0， 财 
C2.11) 存在 唯一 非 负 解 《 非 正解 ax， 七): 
Wryiy > OC 0) (rED, 1 0) 
Em ux» 7) = wls) Cu Ce)) 


证 明 对 g(x) 宇 0，qp(x) 竺 0 情形 给 由 证 明 。(2.11) 的 解 
记 为 wtx, 门 。 对 充分 大 的 正 数 M 和 充分 小 的 正 烽 5, 旬 (*) 一 
Murtx)，Pp(x) 一 Bqm(x) 分 别 是 

全 全 一 uN 
xlac 一 几 

的 上 解 与 下 解 . 关 385 > 0，M 盖 0， 使 

Pp) Sp) 之 囊 (x) 
则 C2.11) 存在 唯一 非 久 解 n(x, #1): 

Hox 1) SS Ha 1) Cx, £) 
因为 
Em ws(x 1) 一 Em He, y= WHY 

所 以 

im ua, 1) = Ht (Cx) 
当 ft pv) 0 时 ， Wp (ss 7) >0 (x EQ, :> 0), 


ar | 过 0 令 wolxy 9) 一 p(x) (o> 0 为 常数 )， 则 
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Pr > Orr EQ), plar = 0, Sp” < 必 站 
Dn 【39 


于 是 3> 0 充分 小 ,好 >0 芭 分 大 使 
PY 一 Bplx) pir) EE Mut tr) = BO) 
《习题 4.2)， 因 此 


Bm sortrs 1) — wt(e) 
| 十 才 三 


但 
wotrs = Holxs 7 -ID 
. 疏 
dim Ho = wT) 
证 毕 ， 
例 4 设 志 是 
全 人 = (x EQ) 
#|so 一 0 


的 在 一 解 ， 因 如 一 一 开拓 0， xjao 一 0， 由 极 值 原 理 得 二 za 

(x EQ). 若 中 卜 0， 令 px) 一 En(x)， 8 > 0， 则 
Ag O—gqp = sll 一 有 天 

浅 8 沁 1 则 p(x) 一 ez(w) 是 (1.14) 的 下 解 . 若 welx; 站 是 


Or Agiu 《zy ED 
oO 
#|a0 一 小 


n(x 0) = pts) 
的 解 ;, 则 s(xy rf 对 :1 单 请 上 开 ， 二 此 ,#6x) 不 是 渐 近 稳定 的 。 


43” 初 值 问题 常数 平衡 解 的 稳定 性 


4331 基本 引 理 
初 值 问题 
Bu _ Oyu 
| 一 He + (—o0r -Foo0, ft 0 (a) (3.1) 
nCxs 0) = pix) (—% Cx) cb) 


" lr3e 


上 的 解 记 为 Ho(x, fy 现 给 出 充分 条 件 使 得 
Em Best = TOY) 


而 rtw) 是 《3.1)-Ca) 的 平衡 解 。 

先 引 述 关 于 解 的 导数 的 内 估计 的 结论 。 

引 理 4.3.1 设 w(x, 1) 是 (3.1)-(8) 的 和 解 , 存 在 常数 二 0， 
使 得 |]atxy 六 | 所 Mr 守 0, ERY). 刚 对 任意 4 0, 3 0 在 
在 常数 MM > 0 使 得 x€ [一 A4,， A], :1&€ [5, 十 00) 时 


时 
于 | < ji | < 之 Ml 
sup EE 全 四 893 9 过 Mi, 
sd [x yl +l: 
CR ll 


引 锂 4.3.2 设 对 任意 x ER ! 守 0，(3.1) 的 解 sol(xsr) 有 
界 旦 对 上 单调 上 升 (下 降 )7 由 存在 极限 fm wy Cx, 1) 二 ?7(*) 《在 
R 的 每 个 有 界 闭 区 间 上 一 致 成 立 ), r(x) 是 《3.1)-(a) 的 平衡 解 而 
且 是 RR 上 满足 

x) pr) (Tx) SE p(x)) 

的 最 小 解 (最 大 解 ). 

证 明 个 妇 届 多 px 1) 一 Hx, | 对 + 单调 上 升 ， 存在 极限 
Lim u(r f) 二 T(x) 是 显然 的 


任 取 4>> 0xe->+ co 由 引 理 43.1 知 fu(mta]， 22]， 
【22 在 [一 4， 41 一 致 有 界 等 度 连 续 ， 再 由 Arzela 定 
理 , 必 有 子 列 上 一 十 co 和 w(x) 使 得 

im Hx fs ) = ww) 
加 


jm Ow(x, £ ) _ 
和 中 十 如 到 < 


wv¥) 
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在 [一 4 4] 上 一 致 成 立 , 显然 如 ka) 一 r(x)， 它 不 随 记 而 变 、 
因此 
jin ur = tix) 


fim Dan( rs 1) ro 
dr? 


对 “满足 的 方程 两 这 取 极 限 得 
lim OE = r(x) Tr = 0 (rE(—A4, 41) 


正当 十 全 a 


再 由 4 的 任意 性 ,T(x) 是 (3.1)-Ca) 的 平衡 解 。 

若 glw) ptx) (zr ER) 是 43.1)-Ca) 的 平衡 解 ， 由 比较 原 
理 得 olw) 实 Wl#; 们 ) 令 1 一 十 0 得 glx) 空 r(x)。 证 毕 . 

何 时 有 welx, 世 对 :单调 有 界 %? 不 难 证 明 

引 | 理 43.3 设 ofxz) 是 (3.1)-(a) 的 上 解 ( 下 解 )，fE C'， 风 
对 YY 国定 的 zx， 《3.1 的 和解 nokx17) 对 上 单调 下 降 ( 上 开 )。 

由 引 理 4.3.2 与 4.3.3 易 得 

推论 4.3.4 设 《3.1)-ta) 有 上 、 下 解 (x)， p(w) p(x) 所 
Cr), IEC, Mi 

10 《3.1)-Ca) 存在 平衡 解 P(x)，f(Cx)，zCx) 是 不 大 于 种 Ks) 
的 最 大 于 和 抱 解 ，zCx) 是 不 小 于 glx) 的 最 小 平衡 解 。 [C(x) 圭 
F(X), 

29 对 YqpE COCR), 若 g(x) 之 pz) 扫 员 (sz 《3.1) 必 有 了 唯 
一 解 Halxs 六 

Ph) < 安 et DD) SS x) (rE RT 0) 
又 若 pl?) 所 pw) 二 I(x)， 必 有 
Jim uot Xs £) = Els) 
车 FCx) 所 p(x) 筷 P(x)， 必 有 
Lim efKwy 2) 一 Fx) 

若 Lp, 钊 ] 中 (3.1)-Ca) 有 唯一 平衡 解 +(x), 则 


lim gelx, 1) = Tx) 
叶子 斗 吗 


* 由 了 了 时 


讨论 平衡 解 的 存在 此 与 稳定 性 变 成 了 求 上 。 下 解 bc)， 
p(x) 及 讨论 平衡 解 的 嘛 一 性 ,或 者 直接 讨论 比较 函数 5 与 #s 的 
极限 ， 
下 面 介绍 一 种 构造 比较 函数 的 方法 . 
引 理 43.5 设 fectd,1]), 10) = Hl1) =0, olr) € Cleo, 
5] 是 
[+O = 
gto) = g(tb)—10 
的 解 xe Ta, 5] 时 g(x) e[0。1]。 则 初 值 司 是 
yr = ys 十 1tp) 
gx) (re Ca,b)) 
sO eR o)) 
存在 唯一 解 s(x, ie [0, 1]， 它 对 + 单调 上 升 的 ,而 且 在 RR 的 
每 个 有 界 团 区 间 上 


(3.2) 


lim v(x t= TOY) 


一 至 成立, 其 中 r(x*) 是 
tT™ -+ ir)=0 
的 在 整个 R 上 满足 
T(x) 之 g(r) (x € to, b)) 
的 最 小 非 负 解 ， 
证 明 只 须 证 vtx, 站 对 :单调 上 升 ， 
在 [oe,5] x [9, 十 co) 上 利用 比较 原理 得 v(x,?) 守 4(7)， 
从 而 对 任意 沁 0， 有 
vx, BY vr, 0) 《ET 一 -co 十 ce 让 
再 用 比较 原理 得 
vrs 二 下) ver, 7) (xER,:> 0) 
好 zlx, 四 对 :单调 上 天 .证 毕 ， 
二 ) 
gr) Eta, bp) 
4) 一 1 0 (zeRNCe，5)) 


二 二 7 全 所 


起 到 了 下 解 的 作用 ， 利 用 它 可 以 构造 出 对 上 单调 上 升 的 出 较 函 数 
vx, zi 并 证 本 了 平衡 解 的 存在 性 . 
下 面 讨论 这 种 qtx) 即 边 什 问题 《3,2) 的 解 的 存 些 ， 我 们 假 
设 : 
TeCl0,11， 10) = 0, fF(0)>0 (3.3). 
0<<e<l， ned a) HH)>0 
平衡 解 方程 9” 十 fg9) = 二 0 的 第 一 积分 是 
羡 G 十 下 9) 一 下 


其 中 天 是 任意 常数 ，F (9) 一 | (0Ddr。 对 任意 se (0,o) ,EC9) 


存 (0,8) 严格 上 升 ， 更 有 Fe) >0. 因为 Fe 一 大 E) > 0 
所 以 


w FCs) -- EEC) 
由 此 推 得 对 任意 E € (0, a)， 


六 + 一 0 (Cor Fg = Pe)) 


2- V2 和 oo (3.4) 


gC0) = 0, 90) — V2F(s) 
4E [0, 如 ] 上 有 正解 和 


人 a a (zx |。， 二 | ) 
3 F 


VICFCs) — FC) 
Ge ks) 关于 二 一 二 是 对 称 的 ， 于 是 


0 < qe) < eB, det0) -一 Geb.) 2 
车 令 FCf) 二 FCE)sini@， 刚 
FlinNat = 2F(eYsin dcos dd8 
于 是 
于 PO 
b=2 2 FI 
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引 独 4.3.6 设 了 满足 (3.3), 则 对 ge>e>0， 3 如 《由 (3.4) 给 
出 》, 使 得 

os 9" fq)=0 

1 边 值 问题 {geo) 0, g(b.) 一 0 


习 解 gq.(x)， 它 关于 + 一 地 如 对 称 且 有 0 < q(x) 号 se。 


2° lim be =— — ~ 
市 -下 必 十 VFOY 

证 明 Yn 这 0, 35 汪 0,， 当 0 过 :之 8 于 
FO 一 人 < HD FON to 


> FO — DF FO 二 FOO + 


于 是 


| 1 一 3 ] < FO _ EFC) 
21 C001 十 ny) F(A Att) 
二 [二 二 | 
27 C001 一 了 7 
汉 此 当 0 < 和 5 时 ( 必 有 0<: 志 8) 


AI 一 x r AT 二 a 
1 十 3 vO) v0) 工 一 ? 
肥 ] im &: = 


证 毕 ， 

4.3.2 ”常数 平衡 解 的 (6) 稳定 性 

设 # 二 to 是 (3.1)-(a) 的 常数 平衡 解 ， 则 jw 二 ww 是 常 微分 
了 了 程 


SE = fu, C3.5) 


的 平衡 点 。 两 者 的 稳定 性 有 何 联系 ? 
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定理 43.7 设 EC 大 xp 一 0, 则 as 一 如 是 (3.1)-(Kay 的 
C 稳定 ( 渐 近 稳定 ) 平衡 解 的 充 要 条 件 是 : w 一 ww 是 常 微分 方程 
(3.5) 的 稳定 ( 浙 近 稳定 ) 平 衡 点 . 

证 明 设 # = 加 是 (3.5) 的 稳定 平衡 点 , 则 Ye 0，38 > 0， 
当 #2(0) 二 so 土 8 时 对 应 的 (3.5) 的 和 解 wz) 定义 于 [0, 十 co) 


且 视 足 
[ai CO— wol < 天 日 


于 是 车 p(x) ECt 一 00, 十 00)，| pr) 一 其 | 所 3， 则 wa(n 分 别 
是 (3.1) 的 上 ,下 解 ， 因而 《3.1) 存在 解 Ho 1 满足 

Hf) < kx Hb) SH) 
从 而 


—g HA O08 

因此 ”一 为 是 (3.D-(a) 的 C 稳定 解 . 

现 设 # 一 和 是 《3.1)-(a) 的 < 稳定 解 ， 则 Ys > 0 38 > 0， 
当 Ko ECK 一 co， 十 o]，|g9(z) 一 如 | < 二 去 时、 对 一 动 > 1 
有 | np, 1) — #0| 过 £8。 当 | m 一 wo] 6 时 , 取 ps) 一 zo， 由 
唯一 和 性， pp(z， 站 一 Hz 20)，。#Qs #0) 是 方程 (3.5) 取 初 值 
w#(0) 一 zo 的 解 , 于 是 

way 好 — soll 一 [ar so) — tol < 

多，” 一 to 是 (3.5) 的 稳定 平衡 点 ， 男 一 结论 类似 可 证 。 证 毕 ， 

定理 4.3.7 没有 回 管 (3.1)-(a) 的 常 狼 平 衡 解 的 吸 引 区 域 . 
下 面 对 某 些 类 型 的 方程 讨论 这 个 问题 ， 

我 们 总 是 假定 ， fe C110,1], (0) 一 1) 一 0， 并 分 别 考 
虑 以 下 和 情形 . . 

1? 当 wt (0,1) 时 : 
jC) > 《3.61 


2° 0 一 到 1 
当 zeE(k0sc) 时 D>>0, 当 we (la, 1) 时 
Ha) < C3.7) 


3° 0<a<l 
当 wE[0,a) 时 扩 ) 二 0 当 wt (Ca, 1) 时 
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fa 0 (C3.8) 
引 理 4.3.8 设 (nw) ECle,p] 
1” 车 ie) = 0， 天 天 {rr, 癌 】 时 ftn) 二 DD, 刚 当 zo € [ae,e] ED 


iim wlr, zo0} = a 
F=p 和 二 中 


2 车 让 二 0, uv Ela, PB) 时 1(w) > 0， 则 当 zo€ la, PB] 


Hm utt, z0) = 
证 明 留 给 读者 ， 
定理 43.9 1°? 设 了 满足 (3.6),。 任 帝 常 数 wae (0,1]， 则 当 
vp) T(x E00, 二 00)) 时 (3.1) 存在 唯一 解 wyCx, 站 
并 有 
Jim Myy 抽 一 1]《 对 xER 有 -将 ) 


22 说 了 满足 (3.7),a 是 任意 正常 数 , 则 当 a 所 ptx) 所 1 一 « 
了 时, (3.1) 存在 唯一 解 xo(x, 1) 并 有 
im Wet 纪 二 o 【《 对 xx 及 一 致 ) 


3°? 设 夺 满足 (3.8》，a 是 任意 正常 数 , 则 当 0 起 a 一 0 
时 ,《3.1) 存在 唯一 解 wkx。 纪 并 有 
Jim Hops 1) = 人 0 ‘对 ER 一 致 ) 


当 4 十 6 志 P 守 1 时 ，(3.1) 存在 唯一 解 wkrf 并 有 
lm Hot 一 1 人 《对 xf 一致 ) 


4.3.3 常数 平衡 解 ( 逐 点 收效 意义 下 ) 的 稳定 性 


现在 我 们 适当 加 强 f 的 条 件 ， 放 宽 pl*) 的 条 件 ， 使 得 :一 
二 + 0 有 时 wlx, 站 趋 了 于 ,0 或 1, 
先 证 一 个 5| 理 . 
引 理 4410 设 了 满足 43.77)，rkr) 是 
g++ 19=0 
的 不 恒 为 零 的 非 负 解 , 则 T(x》 大 a. 
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证 明 ”者 不 然 , 则 存在 a 使 得 0 < 区 so 一 有 ss， 因为 
r(x) 满足 


二 + F(T} 一半 


其 中 常数 天 六 F( 四 ,双全 一 POO) 在 [10,8] 可 积 ， 所 以 
ftx) 满足 


x 一 xo 圭 | [2CR— FCO] ds 


其 中 “二 "由 e”(xo) 的 符号 决定 .因为 有 [2(t 一 FD) -de 
收银 ,所 以 存在 大 使 得 
站 一 0 一 十 | 《2( 上 一 FON J] dr 
因为 rtx) 宇 0。 所 惧 T(tX) 二 0， 由 唯一 性 得 r(x) 二 0， 与 已 
知 T(x) 上 0 矛盾 ,因此 r(x) 之 o9, 证 毕 . 
定理 43.11 设 1 满 足 (2.7) 是 DD 之 0，7(1) 之 4 若 
Pr) ECC—00, 0), OE ptr) 1, 但 cy 所 0, pL) 天 
1, 则 (3.1) 存在 唯一 解 Wp(Xs i 且 
Em Holt 有 一 人 
证 隐 ”前 面 已 经 指出 在 《0,5。) 上 存在 非 伞 平衡 解 qx): 
0 拓 qe C%) 8， ge(0) 一 ge Cbe) 一 由 
显然 (3.1) 存在 唯一 解 wo(x, 让， 
若 ptw) 妾 40， 则 对 性 意 有 了 0, wolx,，8) 之 0 由 引 理 4.3.6 
知 ， 在 在 so 祈 0, 当 0 二 8g 之 50 谎 ， 取 定 互 > 
7 


及 >， 出 min, yok， 一 8。 再 隘 0 二 5 所 


J 
min(eo, 87, 则 在 [0, B81] 上 

Wat) 
在 《一 op， 十 co) 上 


于 全 癌 广 让 


_ [glx) CxECO, 名 
me DFR eco, sy) 
由 比较 定理 及 基本 引 理 得 
rs 直下] ns Cx, 1 
lim 1n8 Wtf, 7) 阅 iim Ha Cx 1) = TE) 
共 中 T(x) 守 gelx) (x EL0,50)), 7 是 4 十 人 qj) 二 0 的 解 . 
.再 由 引 理 4.3.10 知 rlx) 关 a。 因此 ， 
lm inf sel, 1) > 4 (3.9) 
关 p(x) 半 1， Pp = ly, v=—1 一 ptrs 1), 则 Pp” 寺 0， 
0 1,v 满足 
和 = vr Jer) 
pC, 0) 一 qp* (x) 
其 中 (vv) 一 一 HL 一 v) 
(C5) 满足 六 (0} 一 0, (0) 一 1 二 0 
Fv) > 0 Cr ECD, 1 C— a)), 
利用 上 面 证 得 的 缚 论 可 知 
lim inf v(x fr = 1 十 lim inf 《一 bp) 
<= 】 一 lim sup wolxs 站 守 i 一 6 
有 
iim sup ie 和) < 1 C3.10) 
.由 (3.9) 和 (3.10) 得 
lim sup w(x, 1) = lim inf n(x, = 二 0 
即 lim 区 
证 毕 ， 
利用 定理 4.3.11 可 以 证 了 明 
定理 4.3.12 设 了 满足 (3 的 且 (0) 汪 站， 若 p(w) € 
CC 一 2 ,十 00), 0 sq 寺 1 pr) 靳 0, 出 《3.1) 存在 上 唯 一 解 
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sekxzy ft) 且 
Im _ Hex it 一 1 


证 明 留 佑 练习 。 
定理 4.3.13 设 了 满足 (3.8). 若 pm EC 一 o， 十 ooj 
0 之 ql) 所 1, 对 其 个 0 和 P<a 


| [和 一 pj' dz < yee 一 p) 收 痪 
其 中 
Pp) = sup 2， [ig]* 一 max{p, 0} 


ry Fe 
则 C3.1) 有 唯一 解 wotx, )， 请 足 
lim Welxs 1) 二 0 《对 x*ER 一 致 ) 


证 明 ”对 于 国定 的 pe[0, ao), sp) 一 0 是 常数 。 
仿 wlx, 1?) 是 
人 = ws 十 (Pp) 
wx, 0) "= [pls) 一 pp 之 0 
的 有 界 解 , 则 总 一 we 2 满足 
时 一 
{secs, 0) = [p(x) 一 pl! 
几 poisson 公式 ， 
1 ney (ipa) plte 7 ds (3.11) 


2 xi 


由于 当 z > 时 区 p) 沁 -人 可 -， 仿 w(#5,7) 一 wg(xs 1) ,v(t 


#1) = w(x; Op, 
则 
pr 一 gs — CPLo) Eu He HH) 
一 和 := wi wre Pw 
邻 口 一 {(x, 说 jw (x,?) 之 p}， 在 DBD 上 有 类似 的 比较 奋 理 ， 
故 有 
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[oz DT wr, 7) 
Hx) < wx, +p 


(x, 2 ) < (sr， Ty) + 


< ee e3 全 [p(x) — pliax+-p 
于 是 存在 P (ee< 一 六 一 中， 使 得 


“(x, Hy) < ee oe (ep) 


取 rp—p, im 一， 则 0 nr, 0) a—a, 由 定理 


2:tp) 
4.39 的 3° 得 
jim zx 了 一 0 《对 xER 一 致 》 
现在 假定 ff 满足 ;0,，1]，0) = 二 了 (1)==0， 当 
#€ (0,0) 了 A 和 0, 当 we (la,1) 时 fn) > 0, 


| Ca 盖 昌 《3.121 

酸 在 在 & (oa, 1)， 
FO | ADde 一 
阿 且 对 9E(R 1), 有 FOO) 记 0, F(ag) = f(g)>0 
对 任意 PE (1)， 定 义 
如 一 | 12[FC 一 下 GD] 
显然 它 小 人 艇 ， 考 说 初 值 问题 
| 2 十 蕉 9 一 0 
st0) 一 ” 8, a (0) 一 人 0 

内 方程 的 第 一 积分 和 部 的 定义 ，(3.13) 症 [一 ,bs] 上 有 解 


时 186s 


C3.137 


gol): 
qa(— bs) 一 qalbe) 一 0 (0 gtx) EP) 
见 图 4-2.1 由 于 (3.13) 的 解 的 平移 
不 变性 ， 
T 十 其 9 一 1 
9kxzom — PF, g(x0) 一 0 
有 解 qetx 一 区) 请 足 : 
0 < g(x 一 20) < 他 
{x ETxo— bp, xof bal) 
ar Xo | + 一 个 
借助 于 这 个 函数 我 们 可 得 下 面 的 定理 ， 
定理 4.3.14 设 f 满 足 (3.12),p(z) EC 一 o9， 十 99)，0 乓 


qtr) 三 1， 
qtx— xo) (xo bas xot bs) 
Plz) 之 | 0 CR\Cxo — bp, Xo bo)) 
玫 《3.1) 存在 唯一 解 splx, 站 满足 


lm wtx, f= 1 
Fr 中 汪 


加 ”4-2.1 


证 明 ” 初 慎 问题 
dr Dp 
Br ~ Br 十 Hv) 
_ fgeC¥ — xo) Cxo— bes Xo ot be) 
v Kx, 0) 一 { 0 R\(xo — boxo +t Bo) 


存在 解 vx, 超 ， 由 引 理 4.3.5, 存在 


im vx, 0) = T(x) 


T(x) 是 oq 十 jf(g)= 二 0 在 RR 上 满足 f(x) 法 gp (x 一 Xx0) 《xzE 
Lxc 一 ba， x* 十 bs]) 的 最 小 非 负 解 。 
显然 
vr 1 
于 是 


* 87* 


golx — #0) Te 一 Im vir, rt) 
F -二 证 
Lim infaoftxzy 站 和 lm sup Hetxy D1 
E+ f -十 习 


业 似 于 引 理 4.3.10 可 证 *fz) 皇 1， 因 此 ， 


im utx,1) = I 
十 冯 


证 明定 理 4.3.11 及 定理 4.3.14 用 到 一 个 相同 的 方法 : 先 构造 
一 个 平 奖 解 (qslx) 和 gel* 一 xo)) 及 其 相应 的 初 钙 问题 ， 然 后 
利用 基 六 引 理 及 比较 方太 还 明 稳定 性 并 确定 吸引 区 开 。 这 种 方法 
在 净 责 中 称 浆 Aronson-Weinberger 技巧 


44 评 注 


单调 方法 是 讨论 平衡 解 稳 定性 的 一 种 方法 。 若 a,《x) 是 系统 
的 平衡 解 ，wtfsx) 是 相应 的 特征 值 问 题 的 第 一 特征 咀 数 ， 常常 荐 
求 形 如 Cx) 士 ppulx) 的 上 ,下 解 来 讨论 平衡 解 的 稳定 性 ， 并 
求 得 局 部 的 吸 51 区 域 . 

利用 上 ,下 解 可 以 证 明 平 衡 解 的 全 局 稳定 性 ,主要 有 以 下 两 种 
情形 ; 

1. 转 化 为 讨论 相应 的 常 微分 方程 。 

在 Neumann 章 次 边 条 件 下 ,抛物 型 方程 的 初 边 值 问 题 或 初 
值 问 租 常数 平衡 解 的 稳定 性 可 以 转化 为 讨论 相应 的 常 微 分 方程 平 
衡 点 的 稳定 性 . 

2. 基于 相应 烽 贺 型 方 程 问 题 的 上 ， 下 解 的 判别 方法 ( 定 * 
4.2.6). 

加 果 相 应 的 糊 贺 型 边 值 问题 有 “任意 大 ”的 上 解 名 (wx) 及 “ 任 癌 
小 ”的 下 下 和 解 Le。 并 满足 定理 4.2.6 的 条 和 件 ,我 们 可 以 得 到 正平 
衡 您 鸣 全 局 殉 定 福 , 如 $4.2.2 的 例 3， 如 果 正 平衡 解 是 唯一 的 , 那 
么 定理 4.2.6 中 的 条 竹 2° 就 外 然 满足 ,因此 ,正平 衡 解 的 唯一 狂 问 
题 是 计 论 正平 衡 解 的 全 局 稳定 性 问题 中 的 一 个 关键 葬 节 . (当然 ， 
我 们 也 可 用 另外 方法 证 明正 平衡 解 的 全 局 稳定 性 ， 从 而 得 到 正平 


里 Ll8R" 


衡 解 的 唯一 性 .) 在 3.3.3 宙 给 大 一 类 间 题 ,并 得 筷 充 分 条 件 , 保证 
正平 衡 解 是 唯 -- 的 ,这 是 通过 求 上 ,下 解 并 利用 散 度 定理 来 征明 正 
诗 窒 解 的 唯一 性 ， 邵 果 改 用 [Sa. 2。p，40] 记 引 述 的 定 更 2.7.1 
{Serrin) 胰 证 明 平 衡 解 的 星 一 人 性， 把 3.3.3 347 中 的 Laplace 
算 子 虑 为 一 般 前 二 阶 一 致 类 图 算 子 , 则 定理 3.3.25 仍 威 立 。 【Arma. 
2] 给 出 证 明 方 程式 平衡 解 唯一 性 的 男 一 方法 . 

平衡 解 的 稳定 些 与 线性 化 问题 的 第 一 特征 值 有 密切 联系 ， 事 
实 上 , 设 fE Ci, W(x) 是 


5 一 六 一 f(r, ut) 
ulao=0 C*) 


u(x, 0) 一 pr) 
的 平衡 解 , 记 它 在 平衡 风 ztwx) 处 的 线性 化 问题 
一 A — 2 由 = hr 
1。 = 0 
的 第 一 特征 值 为 4,, 相应 特征 函数 p(x) 全 0 YED)， 若 如 > 
0， 则 zks) 是 隆 立 平衡 解 (第 七 章 中 证 明 这 个 结论 )， 进 一 步 利 用 
定理 4.2.6 可 证 : 

定理 若 14> 0， 则 存在 6 之 0， 当 

[g(x) 一 下 (| 大 Epo] (xED) 
时 《*>》 存在 唯一 解 wx, ， 
im uCx, £) — K(x) 

证 明 ”只 须 注意 : 令 下 一 sx) 十 sp 人 ec) 里 一 二 ve 一 
sgeifsJ， 当 8E 盖 0 充分 小 时 , 它们 是 有 序 上 ,下 解 , 又 到 xz) 是 孤立 
平衡 解 ， 即 8 > 0 充分 小 时 [a(x) 一 sqpu(w) ,zx) 十 sp 中 
只 有 唯一 平衡 解 ztx)。 于 是 由 定理 4.2.6 立 副 得 结论 . 

在 第 十 章 中 , 惠 用 抽象 温 论 会 得 到 比 这 个 更 强 的 结论 . 

下 雍 , 在 平衡 解 稳 宏 性 问题 的 讨论 中 ,对 线性 化 特征 值 问 题 的 
斌 究 :十 于 分 重 受 的 . 


+ LL 


4$,1 证 有 明定 理 4.2.3. 
4.2 证 zy vr) EctRY, nao = wv)ag = 0; 


za > DCz <9)， 洒 | ,< 9， 证 明 ; 存在 常数 >0s 当 = 6 总 时 


wr) 3 
在 习题 4.3 一 4.5 和 让 ,考察 线性 | 问题 


n= gCx, I) 《fry ES,) C4-1} 
ury 0) = pix) Cr ED) 
它 满足 单调 方法 的 条 人 忻 。 记 和 是 
{ Ln ctr) em An 


os = 0 


六 + etx) = xs 1) Crs EO.) 


的 主 特 征 值 ，FoCx) > 0 (x € 9) 是 相应 的 特征 函数 。 
t,3 基站 二 0y ;> 0， 存 在 常数 对 > ,rr > 0， 使 得 【其 zs 
站 | 号 Me 证明 C4-1) 存在 唯一 解 Kx， 已 且 满 是 l 区 x 中 | 二 4 “其 
中 4, x 为 正和 的 常数 . 
4.4 设 存 在 正常 数 村 ,，M,，!:， 8 使 得 
Hx DO fs) | SE Mie (ls 1) EQ.) 
atrs 2 — glx)| SE Me (Cr f) €5.) 
区 设 对 应 的 桶 圆 型 边 什 问题 
了 十 Ex = f(x) 
u| en 一 Botk 
有 解 Cry ECto(5)， 车 和 >> 0， 证明 (4-1 存在 瞧 一 解 羽 s， 已 并 满足 
[ntzy DD — (|! 
其 中 4 e 为 正 的 常数 ， 
45 设 Hx 由 衬 D (OY DEQ.), Er 他 入 De 站 ES PL2) 
0，g2f 2 天 0。 证 明 ; 车 加 <0， w(x; 中 是 (4-17) 的 和 解 ， 刚 对 9 内 尾 一 闭 于 
域 ,一 至 地 有 


lim gfxy = om 
一 十 癌 


4.6 设 有 


* 1 * 


A [| 向 
Er A Rr 0) 


Bw = le 一 让 4 之 六 
ur ON = Pr) COCO 
其 中 5 > 0， > 1 为 常数 . 
4” 证明: 当 和 > 1 时 ，(4-2) 存在 唯一 正 开奖 解 Cr): C7) > 0y 
EC0) > Oy RCR 0, 
2° 证 明 : 当 和 > 1 时 对 YPCz)，P(C#) 守 0， g(x#) 型 0，(4-2) 存在 
崔 一 让 解 并 请 足 
lim 二 xy £) = HCr) Cr ED) 
4.7 设 ECCR;RY), 0) = 09, 1f(0) < 0， 证 明 ; 
子 -ad 十 Xey (rER’,t>0) 
的 零 解 在 莹 中 是 局 部 渐 近 稳定 的 ,其 中 
X {pr leCr) ECCR") ptr) 有 界 } 
#4. 名 ”证 明定 理 4,3,.12。 
4.9 设 # 全 0 时 1(n) 连 禹 可 微 ,jf(w) >0， 上 疝 收 伍 .证 明 : 对 
YptyJ ECCR*)， 有 罩 且 ofz) 守 0， 当 4 之 0 时 初 信 间 题 
网 一 A 十 和 


af 站 bn per 
存在 唯一 解 ,其 存在 区 和 是 有 限 的 。 


* 了 号 下 全 


第 五 章 ” 撼 物 型 方程 组 和 椭 回 型 方程 组 的 
比较 方法 及 其 应 用 


51 般 述 


本 章 讨 论 弱 耦 台 的 反应 扩散 方程 组 的 初 边 值 问题 : 
Dus 
OF 


二 wi = f(r fF Hy Hm) 


(XEQO, +E C0, TY 
Bu = glxst)y (rE00,s€(0, T1) (1.1) 
ux 0) = pAx) (rE QO) 
全 1, 2- 1 ) 
“二 耦合 的 瘟 轩 是 指 方程 式 中 只 是 函数 的 耦合 ， 硬 没有 导数 的 三 
合 。 还 讨论 椭圆 型 方程 组 的 边 售 问题: 
Lm = fitxy ms Hn (CrE DQ) 
Biui 一 g(x) xrE 809) (1.2) 
(=1,2,***, my 
其 中 : 
名 CR* 是 有 界 开 这 域 , 9 光滑 (80 E€ Ct"); 


中 
了 至 一 他 人 
和 4( ) 如 iD 


路- pn 8 
和 2 让 3 


一 L; 是 马上 的 一 致 猜 圆 算 子 ; 
Bi 一 Mi (1.3) 


或 


再 有 = OM tb Cx) iu 11.4) 
On 


二 和 全 了 


# 是 89 的 外 法 上 加。 (x) 宇 0 (xe 68). 
工 ;，B; 的 系数 以 及 St C&Cx))，qiltx) 具有 如 第 三 章 所 
指出 的 光滑 人 性, 并且 
[gx 0) 一 Dig] tlegi(w) = iw) lao) 
沼 边 条 性 是 (1.3) 时 ， 


[Se + bx) px) 一 有 《2 0)| 


间 攻 


《 当 边 条 件 是 1.4) 时 ,| 25 + pp = gC |], ) 


好 二 


为 叙述 简洁 起 有 见 ,我 们 只 对 ;二 2 的 情形 来 部 述 。 
多 是 《ms mwm》 空 间 中 的 某 个 有 界 区 域 ,fi(x， rf, 三 ， 本) 在 
Or x 工 上 对 xf 是 Hilder 连续 ,对 声场 是 Lipschitz 的 , 即 
存在 常数 好 > 0， 对 任 痢 (z+, 站 ;Cy EBT 一 8x [0XT]， 
(x39) E CD) ms nm), (vs v2) € DF 有 
[f(x 2 hs 9) — fy 5 wis 2)| 
Mla olt |w— lt Ix— y| 
十 | 一 51"2] (1.5Y) 
Clits, ms m2) — HY Vis v9)| 
MI | 二 la | + 1*-— 1*]) 


以后 在 书写 中 党 把 Ft, Fy Mis Wz) 简写 为 让 二) 
首先 我 们 要 把 比较 方法 推广 到 方程 组 中 去 ， 建 并 比较 与 存在 
定理 ， 象 方程 式 那 样 构 造 近代 序列 ; 
+ 站 十 Mutt = fr £3 Mt HD, tn) 
十 Muit 
Bowl) = gx, 7) 
[Ce 0) = pw) 
一 1 2) 


仿 wj 一 一 东风 


C1.6) 


上 


业 古 了 
Ev 十 wi Mw = Mwft-d 


Br 
十 hm ", ws 1) 一 所 《it 六 ;天 + 
十 页 天 人， 直人) 一 LCD, nt 0) 
Le 
2 + Lhd 十 Mut 一 于 和 ok 


+ fut, we) 一 
+ 让 
Bw = 0, wiXNx, 0)=0 C= 1,2) 
若 wD 守 0( 和 ,wht 了 守 0( 太 人 们 ;tn 声 ) 对 场 单 调 
增加 ， 关 Lo wz) 对 生 单 调 增加 , 则 


Gk) 
{> 十 工 ;ip 后 十 Mod 0 (0) 


Bw 一 00) 一 
于 是 ai 衬 史 < 0)，2 > 0(<& 0), 
若 zi 六 并 委 0 的， 大人 之 ( 主 0) hm, 为 ) 对 二 单调 
减少 ，jhtn,， ) 对 坟 单调 减少 , 则 


Ds 


rwit 
ji 十 工科 十 了 和 0 (0) 
Biwit? = 0, willx, 0) 一 


or 
Bit 一 站， 0)=0 

于 是 wi 让 守 0(0), wt 0 (0). 

因此 ,为 使 sj 对 起 有 单调 性 , 我们 贾 求 广 对 声 ; 4 有 某 种 辣 
译 性 ， 

设 忆 是 Re 中 的 子 集 , 并 有 定义 在 9z x 如 上 的 函数 组 

攻关 (xz Hy Wm) i= 1,2,.°, mm) 

定 尺 5.1.1 车 下 6E {1， 2 mm), 关于 每 个 wt 所 
是 单调 于 加 (减少 ) , 则 称 疡 是 拟 单 调 增 下 (减少 ) 的 , 简称 为 所 说 
{《 减 )。 若 所 关于 每 个 6 人 所 虽 是 单调 的 , 则 称 疡 是 拟 单调 的 . 形 


和 1 


日 二 外) 
十 Lt Mw 和 0 (C0) 


所 是 拟 单调 的 ,但 不 是 报 增 出 不 是 拟 减 ， 则 称 之 为 是 混 拟 单调 的 ， 

定义 5.1.2 藻 对 每 个 1 Ee {1， 2 3 m}, fi 都 是 型 单调 的 ， 
或 部 是 拟 单 调 赠 可 的 ,或 都 是 拟 单 调 减少 的 , 则 分 别称 函数 组 1 
是 氢 单调 的 , 拟 单 调 增 加 的 , 氢 单 调 减 少 的 ， 若 {1} 是 拟 单调 的 ， 
但 不 是 氢 增 的 ,也 不 是 最 减 的 ; 则 称 之 为 混 拟 单调 的 . 

定义 引 4.3 车 {#} 不 是 拟 单 调 的 , 则 称 为 非 拟 单调 的 . 

上 面 的 分 析 指 出 : 按 (1.6) 的 烙 式 进行 迁 代 , 孜 数 组 性 } 
《i 二 1, 2) 的 拟 增 或 拟 减 对 保证 近代 序列 的 单 证 福 起 着 极为 重要 
的 作用 。 

我 们 还 要 讨论 怎样 把 比较 方法 推广 到 湿 拟 单调 与 非 拟 单 调 的 
:情形 中 去 . 

在 迭代 过 程 中 另 一 重要 的 问题 是 选取 迭代 初 伪 ， 这 就 要 引进 
上 正解 往 念 。 当 {#4} 具有 不 同 的 拟 单 调 竹 ( 拟 增 的 ,或 拟 减 的 , 或 
混 拟 单调 的 ) 时 ,上 下 解 的 定义 将 是 不 同 的 ， 这 基 方 程 组 比较 方法 
j 溪 另 一 特点 。 

本 章 的 重点 是 上 、 下 解 的 定义 与 迭代 格式 ,以 及 对 具体 问题 如 
何 找 上 、 下 解 。 至 于 迭代 序列 的 存在 性 ,单调 住 与 收 敏 性 的 证 明 与 
第 三 章 类 似 ， 主 要 是 利用 线性 方程 式 的 最 大 值 原理 与 线性 方程 式 
的 解 的 存在 性 与 正则 性 理论 ， 对 此 在 本 章 中 就 不 再 说 明了 ， 我 们 
还 将 举例 说 明 怎 样 利 用 上 、 下 解 讨论 平衡 解 的 稳定 性 问题 ， 


5.2 ” 拟 单 调 增加 和 拟 单调 减少 情形 的 比较 方 靶 


5.2.1 上 、 下 解 的 定义 与 迭代 格式 


设 (1.1) 是 所 单调 增加 或 减少 的 ， 我 们 将 定义 (1.1) 的 上 解 
了 kr 人 一 (的 加 ) 和 下 解 Vx; 7 二 (， #2)， 它们 这 人 少 与 
(1.1) 的 古典 解 有 相同 的 光滑 性 。 引 进 上 下 解 是 为 了 利用 它 作为 
选民 初 值 #9 使 得 以 (1.6) 为 选 代 格 式 时 有 
wD ED = 1,2) 
( 拟 单 调 增 加 情形 》 


* 


或 WD 2 一 000) 
tw = 区 0 (EY 
(所 单调 减少 清 形 ) 
于 是 我 们 给 唱 下 面 的 定 疼 ， 


定 尽 3.2.1 设 Ux, 7) 一 CR Cr, 7)， zz， 1))， Ver, 站 一 
(g(r; DD wr, 人 )) ,满足 : 
Briii 一 gry PD) 0 Bg — gr, 全 
(+*€ 0, 1€ 0, T]) {2.1) 
E(x 0) > Pits) rs 0 {xréD) 
1 车 {有 /} 是 氛 单 亩 增加 的 ,满足 


0 0 
dr Dr 


Lig — fs Ti ys #2) (xEQ, Et0, TY 
则 称 U,V 为 (1.1) 的 上 解 和 下 解 ， 
2 ”车 久 } 是 拱 单 亩 减少 的 ,满足 
Di 


Ey 十 Litt — h(x, t ty Hs #7) > 0 > 种 


十 Lt -~ 一 Cr, Fy HI, 全， 


十 开 一 一 Fx, Fs [5 证) = 站 > Ea 
站 


十 Lat 一 lx ts i Ha) (x€0, 1€ {0, T]) 
则 称 如 ,FF 为 (1.1) 的 上 解 和 下 解 . 
对 (1.2) 我 们 有 类 似 的 定义 ， 
定义 5.22 设 U(x) 二 (二 (二 (xX))， PVC) 一 (mx): 
xpaka)) 满足 . 
Bli— gx) 0 Ba Ex) CrEDG) 
1” 若 {ff} 所 得 调 增 加 的 注 忆 
LA 一 f(xy Ws ta) 0 Li — fxs Hrs #2) 
(x EQ,i= 1,2) 
则 称 恕 ,了 是 (1.2) 的 上 解 和 下 解 ， 
2” 若 ! 是 所 单调 践 少 的 ,满足 
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Li 一 fir hs Ha) 0 Lg OO— fbry ts Hh) (x ED) 
Lh 一 (r,t i) 0 > Ly — tp) 
则 称 UP 是 (1.2) 的 上 解 和 下 解 ， 
现在 我 们 假定 : 
3” 《1.1) ((1.2)) 存在 有 序 的 上 、 下 解 
Vr, 7) EUCr, #) 
V(x) SE U(x)) 
2° 令 
So {nln Oe Cm tn) ER:, 
Vr, Eu 人 EU Cr 0) € Or) 
C2 = {ula = (ms) ER 
Vr) En Ur) x€ 0}) 
工大 } 在 YY 上 所 单调 增加 或 拱 单 调 碱 少 。 在 2r X 二， 上 (1.5) 成 
YY， 
当 全 } 在 富 Y 氢 单调 增加 时 , 令 
CH HY ) = (#1, ti), Cu, #0 ) — (#6 2) 
DH 4 La ME MA 
Dr 
+ f(s, ft» Ht, Hk) 
Bui|apxor) — gx, £) 
Hx 0) = px) (x ED) (i= 1,2) 
Bat 
dt 


(2.2) 


+ Ly t Mut = Muy-d 


+ fx 7, Mit Ys Ht (2.3) 
Biwit) |apwco,7; 一 Eil*3 :1) 
Xx 0) = px) rED) (i= 1,2) 
出 此 确定 了 
Dh Gat, a40), ED = (ut, us) 
(下 二 1, 2, 3,+.") 
个 bf 人 一 向 一 39 一 符 ， 直 上 解 定 尽 得 


二 TF 


站 人) 
-a 十 Ltw? 十 M wo) 过 0 


再 ji 多 opxrorl SE 0, wz 0) ED 
于 是 ts 1) 所 0ti 富 1 2)。 间 理 可 证 
gg 0 GG=1,2) 


因此 我 们 得 到 
Hi 
1 (2.4) 


当 {f} 是 拟 单 亩 威 少时 , 令 


人 gi) = 《的 ， #21); Cel, A ) 一 (th, #2) 


OE La 十 MA = Mt 
Br 
十 jCx, 1, 下 二 人 , et) 
ou 


十 了 1 十 Mt 一 Mat 


十 jx, fy He) 
Build | sgwor 一 SX, 人 
Bg | 9gxtozl — Blx, 7) 
ur 0) = px), HF, 0) 一 Pix) (x € 0) 


【 二》 
2 十 Layo Mud — Muyit 


十 f(x rs Ht Ht 
二 于 [aNd 十 ME 一 于 硬结 
下 
十 让 (xi ga 全 全 六 人 0) 
Bei*’| aoxtn， TI1™ [JAC 2) 
Bis 如 | eaxioT! 一 gr, 1) 
ur, 0) = px), 丽人 0) = px (x EL) 
由 此 可 确定 《#9, 二 》 和 《wi 二 ， 它 们 也 满足 (2.4)， 
因此 ,在 妈 } 是 拟 增 的 铺 形 下 ,存在 极限 
mn Cuit’, ui*!) — (Hx, 1 HX 1)) = i (2.5) 
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mm (CHO, HD = Cx hr 1)) = CX 1) 
可 以 证 明 它们 是 (1.1) 的 解 而 且 满足 
(CHT) Ets 7)) 一 下 中 < Hx, £) 
EH EA = fr YY Cx FE Or) 
在 {) 是 拟 减 情形 下 ,也 存在 极限 
dm CH HA = Cy 人) = BCX, 
的 Cd, FV) = Cus Hh) 一 HCxs 1) 


它们 也 是 (1.1) 的 解 , 而 且 
下 的 C(x, 2) € Or) 
到 此 , 解 的 存在 性 定理 已 经 得 到 ， 这 里 号 找 (1.1) 的 上 、 下 甫 
是 关键 。 由 定义 知道 ,对 于 拟 增 情形 ,上 解 与 下 解 是 独立 的 , 它们 
可 以 分 别 被 确定 。 而 对 于 拟 减 情形 ， 上 解 《六 ， 扣 ) 与 下 解 《 的 ， 执 ) 
是 有 联系 的 ,但 (总, 地) 与 (gs 是 相互 独 了 芍 ， 它们 可 以 分 别 
被 确定 ， 


5.22 扫 愧 型 方程 组 的 最 大 信和 厌 理 


为 了 讨论 抛物 型 方程 组 初 边 值 间 题 解 的 唯一 性 并 建立 比较 原 
理 , 我 们 先 建立 抛物 型 方程 组 的 最 大 全 原理 。 
给 定 江 个 一 至 抛物 算 子 


9 二 
Br > ex, 1) Br Or 于 Bx 
+ 3 ex, ) 全 一 1 my 
Rel 
刹 吉 阶 第 阵 阔 数 
Hixs 1) = (hs 1)) (i,1= 1， 2 族 ) 
班 在 对 下 列 能 耦 台 抛物 不 等 式 组 


ut Shin 0 0 GQ=1,2,.., 1m) 


f=1 


建立 最 大 值 原理 ， 
我 们 总 是 假设 sf， bh 在 Gr 上 连续 (实际 上 只 须 刘 求 及 


在 @r 上 有 界 ), 边 条 件 中 的 bj(x) 守 0 且 连 续 。wx ,2) 一 (w(x*， 


2 
引 理 5.23 设 LL Ee CCOr) (i 一 ly 2 9 放 》。 车 


1° 
hi (fi f= ,2,..+, sm) 
了 
ce ai 十 bp hi < 工人 应 (> 0) 
iml 
CF EE OQrsf = 1 2 (2.6% 
32 当 xE 总 时 


“Cx, 0) < 0 (> 0) 
4° 引 x，rIsoxorl<0v > 0) 或 
| 2 十 Bm <0 (> 0) 
人 一 1， 2... my， 则 | 
HE tt) 0 (0) COr, DE Or) 
证 明 念 si 二 we™， 常数 % > 0 待定 。 由 (2.6) 得 


Cr ti 十 人 Bw < 日 (C(x, E Or, Ci 一 1, 了 给 ) 
站 四 下 
(2.7 


其 中 
Fir=hta0 人 一 1，2 1] 

Bi hj miiyi= 1 1m) 

(2.8) 
令 v(x 站 二 Cn vm) 因为 四 xz 0) 一 w(x, 0) 之 
re 如)， 所 以 存在 8 之 0; 当 x*€2,0 志 +t 所 8 千 r(x3) 三 0, 


他 
A= {tT, 对 Yrx EQ, 0s 有 vt, 5) 0)} 
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则 存在 
60 
用 昌 拓 之 了 
基 引 理 的 结论 不 对 , 则 
vr 0 (rs 1) € QF) 
并 存在 *E 8, 使 得 v 的 菜 分 量 wv 有 


vl, Fe 0 
若 E99， 因 vi 在 (Cx, 让 取 到 8: 上 的 最 大 值 ,于 是 
Ov > 0, 9%| -~ 
Br iary ’ Dx 12 
Za -Or 
Ord ts) 


即 名 wl en 0。 另 一 方面 wj(#y 让 二 0, of 一 0 由 (2.8) 
得 


| ivit > Zi 


站 下 


下 
1 是 4 玫 


与 〈2.7) 式 矛 盾 ， 苇 了 E89 且 rz， 和 <04rE8) 于 是 
p(X 2) = Max v(x, )， 在 QC: 上 viKr, 1) < 一 一 2 区 £2), 


0 vi 二 Bsr 十 3 kit wi + Biv 
下 
由 方程 式 的 革 数 形式 的 强 最 大 值 原理 得 
Br 
BE 


‘FT 
与 假设 条 人 忻 


dp | av 
-一 十 上 i 一 一 一 
局 Cx) (Ry On 


牙 盾 。 办 此 ， v(x, 站 二 ， 见 HT, 1) < Or, 1) € Or). 证 毕 ， 
定理 5.2.4 设 HnECCOr), i 9" 在 总 r 内 


性 于 ,于 


满足 
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Em R00 人 一 1;， 2 mm) 


«2.9) 
你 
0 人 了 12 (2.10) 
着 x*€0N wry 0) 0 (00, Bl apxwori SS 0 (0) 人 一 1 
mm)， 则 
1 在 8r 内 # 志 了 (之 0); 
2” 车 在 〈zoy 26) Eri nlx%oy it 一 0, 则 对 任意 (x, 21)E 
2, 有 w(x) 一 0, 
证 明 1” 因 名 ;有 者 , 玖 存 在 常数 8> 0 使 得 


p+ Si ji 0 人 一 1 2 my Ci £1) E Or) 


1 三] 


令 bi 一 Mi: — EFFt!, 则 


Sit 十 > hes 一 i + >) hm 

i=1 j=] 
— EeA’ | 十 > | < 二 人 0 

vx 0) = 《oO Vm) | 之 0， 玻 由 51 理 5.2.3 得 
v0 (Cr, 2) EQr) 

令 E 一 0 得 
xz 0 (Crs 2) EQr) 

证 有 明 2” 在 Qr 中 
0 > tty 十 > hijn; 一 HE pi 十 六 eat 


十 >) Rt 22 Ee pa 十 Pt 


令 Hn 二 Ye", 取 = 使 2 十 mn0s 得 
0 站 < on 十 (ea 十 fun) Dp 


202. 


于 是 由 池 物 型 方程 式 的 强 最 大 值 原 运 得 结论 。 证 毕 。 
同样 我 们 可 以 得 到 导数 形式 的 强 最 大 值 原理 , 刚 
定理 5.25 设 在 87 中 (C2.9) 式 成 立 , 吉 满 足 (2.10), sn 志 40 
《 衬 0), 允 设 芭 的 某 个 分 量 二 存 PEB0 XI0 T] 处 有 sw-(PY) 一 
0， 在 9r 中 存在 球 了 ,3 与 88 x (0: 7 了] 在 疡 点 相 切 ,并 且 在 3 
中 5 之 0 0 ， 则 
Dur 


Ds 
其 中 = 表示 中 点 处 的 外 法 向 ， 
为 了 把 这 些 结果 推广 到 有 非 负 最 大 和 值 对 的 函数 上去， 只 机 
把 同样 的 方法 用 到 了 一 《下 一 时， to 一 邮 ) 上 去 即 可 ， 丰 
过 这 时 还 要 求 互 满足 
Fh (= 1,2.. 7) C2.11) 


f=l 

记 太一 《1， M,:.., M), 出 有 

定理 5.26 设 w 满 足 (2.9); Mr 上 所 答 {rE 0); wlr， 
ny) | apiozl < 证 或 [名 + bw) | < DD CF < 一 1,: , » EY)s 
号 满足 人 2.107 和 [2.117， 

1° 若 府 守 0, 则 在 Qr 上 < 反 于: 

2° 车 在 内 成 (res i EQr 处 Hr Xo ) 一 对， 则 在 已 ,上 
Hr 三 M., 

3” 车 在 定理 2.5.2 所 述 边 界 点 忆 处 ，mfkP) 一 时 ， 且 在 球 
BCoOr 中 由 夺 叶 ， 则 


, > 0 CO 


Dir 


Br lr 
注 因为 由 有 界 , 通 过 函数 替换 
v= ye 0 


| 


对 山 有 


2 十 【〔《 十 rp 十 > ii < 性 


fiei}y 
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bis 一 hi os 一 hs Ci ae f) 
必 有 
Y Py | (i= 1, 2 7+ HY 
下 面 举 出 最 大 值 原理 不 成 立 的 例子 。 
例 1 设 有 强 灯 合 不 等 式 组 


Dm Bm 9 my 
Of Bx Bx 
(Cx EO = (C01] x (0,1]) 
易 验 算 


HW = -一 eT 
2 
mn 一 :一 4(x 一 十) 
2 


福 足 上 述 不 等 式 组 日 有 
iain Ko ta) | 0 Cr [0, 1]1) 
| ns ED CEC0, 1]) 
但 
0 
玉 而 不 可 能 有 最 大 值 原 理 。 
例 2 芳 虑 不 等 式 组 


Om 网 Big < 


or dr’ 

On, Oma 

Br 一 Be tat 9) 0 
显然 , 例 1 中 的 二 ,ww 满足 上 述 不 等 式 (注意 到 m 一 52)， 因 而 
最 大 值 原理 不 成 立 . 


事实 上 , 例 1 中 的 ;ww 还 满足 
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{8% - Om < 

7 如 好 
ja FW 

D1 Dx 
置 而 对 这 个 不 等 式 组 ， 最 大 和 信 原 理 也 不 成 并 ， 这 于 各 一 记 喇 
Bn 二 0 和 下 一 9 说 椒 满 显 条 件 (2.10)， 

例 2 莘 明了 以 上 建立 的 弱 硒 合 扫 物 不 等 式 组 的 最 大 值 原 理 只 

是 一 种 很 特殊 的 情形 ， 对 于 一 般 的 弱 帮 合 情形 不 一 定 有 最 痰 值 原 
理 , 即使 是 线性 弱 耘 合 的 情形 ， 车 不 满足 条 件 (2.10) 也 不 一 定 有 
最 大 值 原理 . 


5.2.3 抛物 型 方程 组 韧 边 值 问题 解 的 存在 唯一 性 定理 与 本 四 
型 边 值 问 题解 的 存在 性 定理 


定理 5.27 设 Try fx 分别 是 (1 的 上 、 下 解 ， 
Vx 1) < 本 《xy 在 >Y 是 氢 增 或 搂 减 航 , 则 (1.1) 在 
{Vex, 7)，UCzx, 让] 中 存在 唯一 解 以 zy 中， 
证 明 1” 先 对 氢 增 情形 给 出 证 明 . 
在 (2.5) 中 给 出 的 五 和 #，* 均 满 足 人 1.1。 先 证 站 一 #。 
令 二 一 wi = HB = 
Os + Liw; = fH, #7 一 jC #2) 
or 
= ee ua) 一 A #1) 十 ji #1) 一 Flu #7) 
和 村 (一 的 )》 十 村 (一 十) 一 出 Ce 十 和) 


十 9 二 < 0 


于 是 有 


ft 二 Ly 一 MCm 十 za < 
下 


Ow 
Br Le — Mt wy SS 


Hw — 0, Hw — 0 
str, 0) 一 0, Wi 0) 二 兴 


= 了 人 9 所 


由 定理 5.74 得 近 0， 反 和 0 即 生 各 入， 和 机 ， 双 已 生 
HL ty #2 2 Hi 因此 存 | 一 Hy Ha 一 Ha, 令 
Hx 1) = Hi Ht Ci = 1, 2) 

则 xx 六 一 《ma oa) 是 (1.1) 的 解 ， 

- 观 设 ww*(r, 7) 是 (1.1) 的 任意 一 个 解 ,满足 

Vw 人 UU 

则 UU, sr 是 (1.1) 的 一 对 上 、 下 和 解 ， 由 (2.2), (2.3) 确定 的 迭代 序 
列 记 为 T 品 ，TWw*。 前 面 已 证 


lim ks 一 lm TD = Cr t) 
上 下 二 二 tt 


但 Tiw* 二 sr*(r; 门下 wr 二 wn， 证 毕 ， 
证 明 2 对 于 拟 减 情形 类 似 可 证 ， 
对 于 橱 况 型 边 值 问 题 (1.2) 我 们 可 以 类 位 地 得 到 解 的 存在 性 
定理 ,但 不 一 定 有 唯一 性 。 可 以 证 此; 
定理 5.2.8 设 TGFta) 是 (1.2) 的 一 对 上 、 下 解 , Ux) 之 
fs)， 落 { 坟 ,六 ] 在 2% 是 所 音调 增加 的 ; 则 (1.2) 存在 最 大 解 
新 一 CH13 #2) 和 有 最 小 解 人 一 CE #2) 3 使 得 
VX) us) Sur) SULx) 
车 任 ; 角 ) 在 富有 荐 拟 单 调 碱 少 的 , 则 (1.2) 存在 解 大 二 (二 > 
ts)， 兰 一 《的 ， #2) 并 满足 
Vr) < A(x) Hx) SE UCx) 
车 《1.2) 还 有 解 w(x) 满足 
Vr) Sn) SE U(x) 
划 
(uC) Hx) < < (HC), Hx) ) 


5.2 生 ”抛物 型 方程 组 的 比较 原理 与 上 .下 解 的 有 序 性 


Pf Ee 


定理 5.2.9 设 入， 六 在 二 上 氢 单 调 增 加 或 减少 ， Br 


ClOr 站 37) Ce 一 52; U(r) = {Us U,), Vr, ty 一 C7 ， 
FJecfgr); 3 x, EOr HU, VES; U0) Vr, 
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0d) (x 0); BU; 之 BVT; (xE 站 局， ti€ (0, T1) Cf = 1 ， 2)， 车 
-PP 下 是 拟 增 时 ， 


2 + 工 Ur 一 有 zy ts Uis Da 


2 Tt 十 LY C— fi(x, 13 Vs V3) 


《xy DE Or) 
车 征 ， 及} 是 氮 减 时 


La 十 LU hlxrs 1» U,, V,) 

Hr 

之 + LV, — (x, FT UY 
A + LLU, — flxs ts Ws U,) 


> + LV 一 有 xyz Us V,) 
(Cx DE Or) 
出 
1° Viry SEUCrs 1?) (CX, 1) € Cr)。 
2 当 V(x 0) 污 Uke 0》 时 有 Viz) 之 Uz, 1) x, 
#7 € Or), 
证 明 设 全 ; py 是 氢 增 的 . 
令 Wi= UU,— Vi(i= 1,2). 由 假设 荣 件 得 


+ LW f(tU, UD,) —fCVis TY) 


— h(xs NW 十 Hx WwW, 


中 
全 月 一 | df,(Vs 十 st UO, ™— Vi), F; 十 sD, —" 下 ds 
和 各 Hn 
又 


Wir; D0, BWi0 0G=1,2) 


因为 五 控 增 ,所 以 在 于 上 i 之 0 人 关门 。 于 是 由 定理 5.2.4 得 
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Wj; 之 0 Ci 二 112), 凤 Vi 之 Vi (i 一 1,2)。 同样 和 用 定理 
5.2.4 可 得 另 一 缚 论 ， 
对 于 插 减 情形 类 似 可 证 。 证 毕 ， 


推论 52.10 设 { 庆 ， 思 ;在 立 上 氢 增 或 拟 减 。 2 EC (Gr x 


他 这 《zy EE Or 时 UCz, 1， Vixy 门 E 是 CL. 1) 的 一 对 上 、 
下 和 解 。 划 定理 5.2.9 的 结论 成 立 , 即 它们 一 定 是 有 序 的 . 
在 实际 这 用 中 我 们 常 讨 论 正解 ( 即 非 负 旬 ) 的 存在 唯一 考 . 


推论 52.11 设 仔 , 志 ] 在 民 x 区! 是 拟 增 或 丽 碱 的 5 


Cor x RI x RI)Y, 又 《1.1) 存在 非 负 上 、 下 和 解 U(x, 中 ,V(x，, 
下 ， 则 (1.1) 存在 唯一 正解 w(x, 匡 ， 它 满足 
Vx ft) EE wr, DD EU(r, 7) 

证 明 设 妊 ,有 1 是 报 增 的， 解 的 在 在 性 外 定理 5.2.5 得 到 
菩 {1.1) 有 两 个 正解 wtx， 站 与 以 x， 仆 . 则 wx,v 是 (1.1) 的 
上 、 下 解 。 v，w 也是 (1.1) 的 上 、 下 解 。 由 推论 5.2.10 得 w(x， 
= vr, AD), 

若 {, 太 ] 是 所 减 的 。 解 的 存在 性 仍 由 定理 5.2.9 得 到 。 现 设 
(1,1) 有 两 个 正解 Cw wr)，(w 主 , ww)， 在 任意 给 定 的 rz 上 有 
共同 上 办 Me。 对 (1.1) 作 变 换 


二 MM 一 


得 
ou + t= fn, Mo vw) 
2 + Lv; = 一 下 (ao ) 
Bo = g, By = br) Mo — pl, A 
vx 0) = POX), vr 0) 一 Mo — p(s) 
它 在 肌 ; x [0, M】 上 是 氢 谱 的 . Cw, Mo 一 4) 与 《ta 
sz#) 是 它 的 解 . 于 是 


率 
所 | 一 Wr, Mo w= Mo CO— wi 
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因此 ， C0 1) — (sor, w?)， 证 毕 . 


3 混 拟 单调 情形 的 比较 方法 


为 了 确定 想见, 我 们 假定 ， 在 本 上 是 所 单调 减少 的 , 大 是 
执 单 调 增 加 的 ， 
按 迭 代 格 式 《1.6) 每 迭代 一 次 确定 一 对 函数 ， 它 不 适用 于 混 
所 单调 情形 。 现 在 改变 选 代 格 式 ， 使 之 每 选 代 一 次 必须 同时 确定 
四 个 函数 : 
Bt 
8: 


十 Lit 二 Mult) = Mult 


+ Cx, 1, At, Ht) 
OR 
Br 
= MR A 有 


+t Lt + ME 


十 工作 十 Mutt!’ 


一 Mault- n+ 有 Cr et, a ) 《3.1 


ee 
Br 


Ou 
Br 


十 工 it) 十 M uit) 


| = My 十 hx, i, Wit, 下 让 一 
[Bt = gi(x, 1)] apxco.n 
{But = gx, Panxom.r Ci = 1, 2) 
Hr 07) oo Pi) ss 0) 一 中 ix 
\ (xERB,i=1,2) 


这 样 的 迄 代 格式 可 以 保证 ， 若 zh 二 二 ,sg 扣 之， 则 到 单 
调 下 隆 , a 外 单调 上 开 . (证 明 与 55.1 类 似 。》 

为 了 选取 初 值 ,我 们 引进 上 、 下 解 UCz, 人 与 VCx, 让 . 它 至 
少 与 (1.1) 的 吉 典 解 有 相同 的 光滑 性 . 

定义 E31 设 U(z, 中 一 ( 稚 (z。 DD), Bx, 2)), Vx, — 
《arkx, 9。 呈 (x。 ) 满足 (2.1)。 若 所 是 拟 单调 威 少 的 是 拟 


+ 09 = 


音调 增加 的 ,并 且 当 《xDEcer 时 


Ou 十 Li 一 Cx, Fs Hy tp) 之 0 
ds 
pe-- Ou, 十 Lg, 一 fCx, ,ts 杂 ) 
看 
ma 十 工 ; 玉 一 hx, Fs ry 芒 》 之 人 
a 
= 2 十 Lt 一 jt, fs Hs a 
F 


则 称 如 , 玉 为 41,1) 的 上 解 和 下 解 。 
若 (1.2) 是 混 所 单调 和 的。 我们 也 可 类 似 引 进 上 解 和 下 和解 ， 现 
在 着 取 初 值 
(有 一 《区 雹 ) 
《gt ， MH = (#1s #1) 
按 (3.1) 进行 选 伐 ,， 则 必 有 
2 
从 而 有 
二 和 的 委 交 和 
= 
于 是 存在 极限 : 
lim Ht! = Rx ££) 
kin 


CF = 1,2) 
dim ut! 一 E(x £) 


它们 福 足 : 击 之 wi(i 一 1，2)， 而 且 


《Kx DE O7) 


(地 十 L,) Ei 一 f(x, £3 HL? ti 


年 更 下山 


8 
(ap 十 L) #2 一 per, fy Hs #2) 


Bi 一 Brg =— gAr 有 ti=1,2) 
Crs DEBO x (0, TIY 
Hr 0) = WAT 0) = Px) (i 1,2,+€D) 
易 证 
条 
从而 (wm, mm) 是 《1.1) 的 解 。 
引 理 5.3.2 设 (1.1) 存在 有 序 的 上 ,下 解 
Vix,y Ur, 
在 07 xX 上 天 打 单 调 碱 少 ， 所 氢 单调 增加 ，t1.) 成立 。 则 
下 《+ 一 1 ， 2). 
证 明 “与 定理 5.2.7 类 似 可 证 . 
与 氨 单 调 增 加 或 减少 情形 类 似 我 位 可 得 
定理 5.33 设 全 ; 志 在 写 上 是 温 拟 单调 的 ,并 漠 足 (1.5)， 
当 (x EOr 时 (zy 站 V(x, 站 ED 是 (1.1) 的 上 .下 解 , 则 
i? VOrs DD EUCr, DOr, OE 07). 当 VAr, 0)} SR Ui (x, 
0) 了 时 又 有 Vx, 2) Ux, 1) (C(x, 7) 如 Or), 
2 《1.1) 在 VCx; 人 站; U(x 2 中 存在 唯一 解 wtx, 站 
证 明 ”与 定理 5.2.7 类 似 可 证 1° 及 {1.1) 存在 解 wtx, 二 
《外 es mx I) HRs) = Hr = xy 1) 
TS DR Ur, 1) 
今 再 证 唯一 性 ， 
设 还 有 另外 一 个 解 wtx; 站 一 CU 和， 让) 
Vrs 1) nr, Ur 
尼 然 ,gi 一 1 2). 阁 
gt) A Ht) (3.2¥ 
则 多 证 
HD Hp < 


于 是 ,对 YK (3.23) 成 立 。 令 太一 二 0 得 


" 了 LT 


即 礁 一 性 得 证 。 证 毕 . 
定理 5.3.4 设 站 如， 后 )。 站 Cs ty)} 在 > 王 是 泥 拟 单 请 
的 ,并 请 足 《1.573 当 ED 了 时 Tt Vlx) 2 是 (1.2) 的 上 、 
下 解 ， Fe) 坊 U(x)， 则 (1.2) 至 少 存 在 一 个 解 x(x) 并 有 
Fr Hr) SU (s) 
证 央 对 任 疮 ”一 (u(x) w(x) EC"D) x C0), 
ys] vf) U(x)。 考 罕 线 性 问题 ; 
人 /机 十 Ma =— Mv + film, vy) Ge0) 
Bin; — gx) (x E000) (i=1,2) 
它 有 唯一 解 # 二 (sw) € CH x C8)。， 由 此 定义 一 个 
算 子 了: ww 一 Tyg, 取 EE 二 C8) x Ca7， 它 是 Banach 空 
间 。 对 任意 一 Qn; 二 ) EE， 它 的 范 数 
lals = maxC lm ls, 1,) 
(1》 先 证 卫 映 五 中 的 某 闭 屿 集 到 自身 ， 
由 上 .下 解 定 六 及 方程 式 的 最 大 值 原 理 得 
Fe 和 站 一 了 (人 
由 克 人 定理 及 椭 闻 济 方 程式 边 值 问 题解 的 Ls 估计 得 知 ， 存 在 常 
数 寻 使 得 
ja | 所 M, ( 一 工 2) 
令 . 
5 = {v(x) = Cts) vw) IV) vtx) 
< Ur), vtxs) EE, liplls  M,} 
则 是 去 中 的 闭 凸 集 且 TCS)CCS. 
《2》 再 证 工 是 瑟 上 的 紧 算 子 . 
对 任意 2，v*E Eu 一 Ty, #* 一 Tyg*， 令 一 一 
出 
二 + Mw = Mo — ve) flv 0) — ft, vt) 
Bw,|an = 人 0 
Ci [i, 2) 


+ 32 


由 zy 估计 得 
li < ©, 2 lvi — vt 


其 中 可 任意 给 定 . 再 由 戏 人 定理 得 


fl Cael SE C21 le 2 一 | 


因此 在 E 上 连续 . 同样 出 志和 估计 与 嵌 人 定理 知 , 对 五 中 任 症 有 
界 桌 CTKC) 是 CTA9) x Ce 人 ) 中 的 有 界 集 , 故 是 五 中 的 
询 竖 集 。 这 就 证 明了 工 是 EE 上 的 上 紧 算 于 ， 

现在 由 Schauder 不 动 点 定理 ， 了 在 3 存在 不 动 点 ， 它 就 是 
《1.2) 的 解 . 证 毕 . 


3.4 非 氢 单 请 的 情形 


在 实际 中 还 常常 遇 到 {, Ah} 是 非 拟 单调 的 情形 。 这 时 不 能 
保证 迭代 序列 的 单调 性 . 但 是 ,对 于 v 一 Cv wi) EC" (Or) x 
C “了 (607)， 线 性 问题 


Pt 十 Mi 一 Mo fCx, 1 ts 02) 


Btti 一 g(r, 1) C4.1¥ 
和 并 0) 一 Pike) 
总 有 了 唯一 解 # 二 (us, zz 它 确 定 了 一 个 算 子 二。 
条 -一 Tv 
若 工 有 不 动 点 , 则 《1.1) 存在 解 民 x, ?为 了 利用 Schauder 不 
动 点 定理 证 明 工 存在 不 动 点 、 首 先 要 给 出 4.1) 的 解 的 估计 。 为 
此 我 们 考虑 《1.1 的 轩 动 问题 : | 


* 二 


二 #2 

Dr 

Biui; 一 BY 1) (4.2) 
v(x 0) = p(x) 


5 + La 一 大 [wy ty Ha) 
再 fr — g(r, 天 (C4.3) 
u(x 1) = p(xr) 
(f= 1,2) 
其 中 
人 
《和 7 iia HE Or xX Ds f= 1,2) 
巴 是 (Cw, tm) 平面 中 某 子 集 。 我 们 分 别称 (4.2)，(4.3) 为 (1.1》 
的 上 控制 与 下 深 制 问题 ， 我 们 总 假定 它们 是 控 增 ( 减 ) 或 汤 拟 单调 
的 。 这 时 我 们 对 《1.1) 也 可 引进 上 上 \ 下 解 《 剖 , 二) gt 太 》。 
定义 5.41 设 (日 , 于》 在 马上 报 增 (名, 后 ) 在 守 上 所 
减 , 当 (x, 仆 EDr 时 ( 坟 ， 五 )， 《fs GE 之 并 满足 
1 十 Li 一 有 zt ts 区 ) 之 0 
之 Lg 一 下 (x fi 
长 填 .4 


2 十 二 各 一 琴 (x yf 各 ;名 ) 守 0 


已 经 _， 
2 Br 十 Lg 一 hx, fy ry 各》 


Bi 2 EC 和 2 Bi; Cx O00, 了 0 
{rs 0) 六 Pilx) 2 2 0) Cx E 2) (4.5) 
Ci 一 1， 2) 

出 分 别称 《Ci 入) 和 《hs 殊 》 汶 (1.1) 的 上 解 和 下 解 。 
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定义 5,4.2 设 五， 下 在 上 氢 增 ， 五 2， 后 在 之 上 拟 减 ， 当 
(x, 1) EQr 于 (##,, 区)， 《ys ge 2 并 诺 耕 


局 十 Li — H(zx, f 3 Nis i ) = 0 


= a Lg 一 起 (xy fT Ny WH) 


+ Li 一 Hlx, I» Eis ff 


a 十 Lt — (fs > #2) 


各 (4.5)。， 则 分 别称 《名 ,名 》 和 《ww， 8》 为 (1.1) 的 上 解 和 下 
解 . 

对 其 它 情 形 可 类 羽 定 义 ， 

我 们 也 总 假定 : 在 之 上 ， (H,, Hi), Ch， k) 三 (Fh hh) 一 
样 满足 (1.5) 并 取 相 同 的 Lipschitz 常数 对 . 

念 Try DD = BD) Vr 全 一 【下 扣 )， 易 王 ; 若 V(xs 
vr Ur 门 ， 则 了 (人 z， 绸 实习 一 了 Ttxs 
人 办. 由 嵌 人 定理 及 线性 抛物 型 方程 解 的 工 , 佑 计 知 :存在 常 数 Mi， 
使 得 "一 Tve C 汪 《5r) 且 

[1 < MM 
令 -一 一 。 
E = CtOr) X C(Or), 
S= {vx veEE, VEvEU(, DE QO 
io ”2 < M,) 
则 TCSC3 且 在 E 空 间 中 , T 在 3 上 是 紧 算 子 。 因此 存在 不 
动 点 , 凤 (1.1) 存 在 解 。 册 此 即 得 

定理 5.4.3 设 (1.1) 存在 上 .下 解 U(x 了) V(X, 人),， Vrs 

起 < UCr, 了) ， 则 (1.1) 至 少 看 在 一 个 解 At ?2 满足 ; 
Vxy Ew xs DD U(x, 
对 《1.2) 可 类 似 引进 上 上 、 下 控制 问题 。 车 (1.2) 是 非 所 单调 
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的 .但 它 的 上 、 下 控制 问题 是 拟 增 《 碱 ) 或 混 氢 单调 的 。 则 也 可 类 
人 岂 引 进 上 、 下 解 从 而 建立 与 定理 5.4.3 相应 的 存在 定理 。 

我 们 常用 如 下 方法 引进 上 、 下 控制 问题 : 

设 (wr 站 区 (zy 门 ) (rs x 1 Cx PE 07) 
全 


Hi(x, fy dis Ki) — sup fCx, fs tis HW) 
让 3 下- 二 部 了 

CCz) 一 sup fCr, ts Ws 4) 
二 ?有 吃香】 

Hitx, fy Hy Hi) — sup ft 1 6, py) 
车 和 1 

Hitx*，, 13 His Wi) 一 sup fr fy $3 va) 
站 | 

ilxy ty i #2 = inf fflxs ts mm 1) 
村 ?号 芭 吃 下 


hi (Cx, fs Ws M7) — in fr, Ta Ms 分 站 


f 
各 2 由 芝 汪 了 


二， Hl» #1) 一 inf fx» iy &, #2) 
辣 ] 太 二 话 记 1 

RR ts) = inf Flrx, 1 Ey wa) 
[TT 


甸 {三} , Hi 与 { 娃 ， 入 } 在 [5 区]xX[ 的 区] 上 报 增 ， 而 
{B77 Hi} 与 {加 ;后 } 所 碱 ， 我 们 还 可 以 证 明 


引 理 S54.4 设 ' 对 = [a 8] 一 % a < 和 +0， 


又 设 Pr 1, ao 补足 : 对 (x*， DD), Cy EE Dz, #,yE 2 有 
|PCx, 1 ay ~— Py, s, ov) yi" 
二 [zs 二 |x 一 »!i] 
仿 
Pt(x, f HH) 一 suplPCx, 1, His E's Em) lo EE Mis 
一 23 3 mm} 
斯 P+ 也 注 足 
IPtCx, za) 一 Pr 9 Stilz — |° 
十 1 一 5 守 十 jx 一 py1] {4.6) 


证 骨 ”我 们 可 以 假定 a 0(i= 1 2 1m), 对 we 2, 


号 用 下放。 


全 
4 一 {E 及 ”| 去 = ts 0 < 之 和 刁 迁 三 一 2， 3 才 } 
财 
P(x, 1, #) 一 sup Plx, 1, £) 
因为 4 是 紧 集 ,P 连续 ,因此 存在 8 & A。 使 得 
Pi(x, 1, 1) 一 Px, 1, £ ) 
设 ssvED 令 50 一 max (68,5 十 vw 一 #1), BI B= (Su '» 
Eom) 
to; =— max (C0, 8+ oT—#) (i= 1, 2,".7*, ny 
注意 a 冯 
上 一 间作 一 DIE max(0, E+ wi — 2) 
易 见 S56E A 若 帮 十 一 场 守 0， 则 后 一 max (0, 十 一 
#) 二 一 荐 十 一 厨 二 0 则 5 一 max(0, 5 十 vi 一 
ai) 一 叶 < 扫 时 一 女 。 于 是 有 
lo 一 后 | 之 一 2 
丁 玫 ,我 们 有 
Pt(xy 1 HH) — P(r, ts v) op Plx, rs 
一 Pix, 1 点 
< Prst, 8) — POrstsdo) KIS — t0) RIw Oo— wl 
又 因 
PHCE tH) — Pt(Yy, $s #) 
一 Ptlxr, 1 #) — Ptyy ry #) + Pry ss #) 
— Pr(y, ss 1) 
Pir, Er) 一 -下 ty < [|r Oo "+ 1 |] 
所 以 (4.6.) 成 立 ， 证 毕 . 
类 似 可 证 
引 理 5.4.5 设 (天 ) 在 Qr X [Hs 新] X Eg, 名 ] 上 满足 
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《1.5)， 则 CH, 2) 与 《8 在 ) 也 满足 (1.5)， 
由 引 理 5.4.5 及 定理 5.4.3 可 得 
定理 5.4.6 设 2， 的 7) 所 (了, 名 ) 在 07 连续 满足 (4.5) 和 


二 
dr 
Ou; 4 
= Br -入 下 ;时 ~ 一 此 《3 zt 
站 


人 一 1 72) (《 六 ) 在 品 X [环抱 x [%) 太 ] 满 必 4437， 峙 
《1.1) 存 在 解 u(x; 1) 满足 
(hy <《 贡 入 ) 
注 1 实际 上 可 以 进一步 证 明 ; 在 定理 5.4.6 的 条 件 下 .(1.1》 
的 解 是 唯一 的 。 参 见 【Lia]. 
注 2 在 定理 5.4.6 中 , 上 、 下 丸 制 系统 都 是 氢 增 的 . 对 于 上 、 
下 控制 系 统 是 报 减 识 混 氟 单 育 的 情形 也 大 类 似 的 结论 ， 
注 3 对 于 椭圆 型 边 值 问 题 也 有 类 似 的 结 沦 . 
J. Hernandez 对 《1.2) (不 必要 求 是 氢 单调 的 》 给 出 上 、 下 解 
的 定义 如 下 : 
定义 5.4.7 【afz) y pfcD7 Cx) ， 和 h(x)) 有 击 典 解 的 兴 清 
性 称 为 《1.2) 的 上 、 下 解 : 若 
CC) » gC)) SE (iC), le)) 
世人 Ce 一 有 
— fxs ts WH) CY € [#2s BW] ) 
Litx) 一 hx, Wy M2) 0 Lilt) 
— fx, Hs ty) (Va € [a hl) 
Bigilao SS glx) EE Btlsn (i = 1,.2) 
参 列 [Her]， 对 于 《1.1) 也 有 类 似 的 定义 ， 在 这 种 定义 下 也 有 相 
应 的 存在 性 定理 。 
车 存在 这 种 上 ,下 解 。 则 一 定 可 构造 出 上 ,下 控制 系统 。 它 们 
可 以 是 氢 增 的 或 氢 威 的 ,也 可 以 是 泥 氮 单调 的 ,(, 二 和 gis 弛 ) 
也 是 相应 的 上 、 下 解 。 
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本 节 通 过 一 些 具 体例 子 说 明 常 见 的 构造 上 下 和 解 的 方 兴 ， 从 而 
可 以 利用 上 、 下 解 来 证 归 初 边 值 间 题 整体 解 的 存在 性, 甚至 可 证 朋 
平衡 解 的 稳定 性 ， 

例 1 在 Belouscv-Zhabetinskj 上 肥 应 的 简化 向 型 中 ， 丙 种 有 反 
应 物 的 无 量 纲 化 后 的 浓度 满足 


3 — Vv: (Dv = yla— by cv) 

: 

| 《xf 0) 

Bw . 
一 一 VDV) = — Cn 

Bs 《Davwt ! (5.1) 


Bn = gx) 0, Bp pw) 0 
(x EO0,1> 0) 
Hx 0 = pr) 0, vrs 0) = bir) 0 CxE Dn) 
其 中 D(x), g(x) 是 正 卫 数 ; a，&6,， 5, 5 是正 常数 . 
has) = wa — bu -— cv) 
ln, 一 
在 ss 守 0，v 空 0 了 时 是 氛 减 的 ; 在 (ny; v) 的 任意 有 限 区 域 是 Li- 
pschitz 的 。 
现在 构造 《5.17 的 非 负 有 序 上 、 下 钱 ( 缉 、5)，(# 2): 


Bu vy. Dv 
a 
> —v.(Dve) ~ ga — by — et) 
如 
如 — WDv)+ uw 
Or 
a {5.2) 
> 9 —v- (Dv) + cme 
对 


Bi gx) Bg, Bt El) > By 
Hx, 0) > p(s) 2 gr, 0) 


* 1 = 


x 0) hr) > vr, 0) 
常数 上 下 解 
令 ( 各 区) 一 CM Mi) > (0, 0)，( 和 ui 的) 一 《0;0)， 上 最 求 它 
们 满足 (5.2), 只 须 
一 Me 一 5 320 
Mi = is as M2 = by 丰 


其 中 
Pu 一 max Pr), bu 一 mar p(s) 
bh. = sup gC) 
od 器， Cr 


这 里 假定 (x) 关 0 (x € 80)， 当 第 一 边 值 时 三 1. 于 是 0 所 
站 :< 十 名， 因此 。 取 
Mi max(alb, $,, Pu) 
MM, = maxth,, bu) 
则 (Ca, 0) 人 (CMM2), (us) 一 (0, 0) 是 (5. 1) 的 韭 信 有 序 上 “下 
解 . 当 上 tx) 在 边 寞 十 取 零 值 时 上 述 方法 不 适用 . 
转化 为 求解 偏 微分 方程 式 
现 选取 ( 间 ， 0) > 0,0), (#1) = (0, 0)， 人 使 之 满足 (5.2)， 
匈 


dr 


ODAN) > 上 迪 ) 
Br —Y*(Dvi) > 0 (5.3) 
Bi gx), Br gx) 
u(x 0) pls), ox, 0) > jx) 
令 色 二 KK 干 w(x)，。 其 中 wlx) 基 边 值 问 题 
—Y* {DvVwa)} = 0, Bw ~ glx) 
的 解 , 当 5.(x) 委 和 时 ,第 有 唯一 解 且 tr 之 0， 这 时 


dy.Dv)=0 
dF 


Rn 一座 ?一 【地 十 KICa 一 不 sw 十 K.)] 
取 下 | 完 Pw 网 站 二 下 ,十 w(x】 滞 定 (5.3). 间 样 令 F 一 


天 : 十 wx) ， 其 口 wlz) 是 边 值 问题 

—V (Dvw) 一 0， Bw = gx) 
的 唯一 解 (《 当 如 tw) 壬 0 时 ), 且 一 定 有 w(x) 之 0. 若 Ki > bu 
则 > 满足 (5.3)， 因此 

(R00) = CK Js K+ wtlx)) 

(#, #) = (0,0) 
分 曾 是 (5.1) 和 的 非 角 上 \ 下 解 . 
利用 第 一 特征 值 和 特征 函数 求 上 .下 解 。 

当 gx) 二 (x) 一 0 时 ,我 们 选取 (#9) 二 (p00 p(x)， 
Prt) px) ), (x, ¢) 一 《0， 0), 使 之 满足 C5, 2)， 其 中 Px) 基 
一 党 《DVD 一 ux), Bi = 0 
的 最 小 特征 值 4 所 对 应 的 特征 五 数 。 当 纪 (x) 天 0 时 4; 之 0。 

为 此 ,我 们 挫 须 权 求 
pit Ch OO— adp = 0, pO PCY > pA) 
Pt tps C= 0, PAOIPAT) Bx) 
因此 , 令 
CFD) = Coe Vp) me px)) 
(sy 9) = (0, 0) 
其 中 pi， ps 是 任意 给 定 的 正 数 。 兰 
Op) EE pg OB) SE ppp) 
则 (#5)，(#， 2) 是 45.1? 的 有 序 非 负 上 、 下 解 
总 结 上 而 的 讨论 ,我 们 得 到 
定理 851 fc 守 0, (tri 守 0，gi(w) 六 0 三 人 z) 和 
0 (i 二 1, 2)， 则 存在 正常 数 M,，M:， 使 得 (5.1) 有 唯一 正解 满 
是 
Ou EM OGAr EM 
此 外 ;车 ge 一 BC 一 0,0 寺 g(r) 所 pptr), 0 dx) < 
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Ptx), MM 
Our Ep p(s) 
0 vr, 12) pe pf 和 
定理 5.5.1 指出 : 当 a 生 1 时 ,和 堆 平 衡 解 是 指数 渐 近 稳定 的 。 
利用 常 微分 方程 组 的 解 作 上 下 和解 
最 后 考察 (5.1) 的 Neumann 边 条 件 的 情形 , 即 


Bu — ~ 0, Bw Sr —0 


于 


这 时 (5.1) 有 非 负 常数 平衡 解 ，(af5,0), (0, 由 )， 其 中 站 关 0 是 
任意 常数 ， 在 这 种 情形 ， 只 依赖 于 * 的 函数 自然 满足 边 条 件 。 因 
此 我 们 可 取 常 微分 方程 组 的 解 为 上 ,下 解 . 

考察 常 微 分 方程 组 的 初 值 问题 


下 < 间作 
4 一 PCe 一 如 一 <9) 


29 (5.4) 
dr 9p 


; PO0) = pn 90) = 
图 5-5.1 由 p49 相 平 面 上 向 量 场 的 分 布 图 易 
知 ， 只 要 加 盖 0,，m 关 0， 则 (C5.4) 的 解 满足 
bn. PD ~ 各。 
我 们 把 (5.4) 的 解 记 为 所 和 pos 90)， 441; pos 40)。 
令 min p(x) 一 Pm; Max PR) = Pu 
min PK) 一 Pm Max br) = py 
先 设 nm > 人 9， 则 
《8 pys Pm), C1; Pes Puy) 
(ptlrs Pmy Pu) atr: Pus 二) 
是 (5.1) 的 非 负 有 序 上 .下 解 。 于 是 (5.1) 存在 唯一 解 《xxzy 缮 ， 
HX 7 
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pf; Pns PA) Zur DD) EPL; Pus Dn) 
qt; Pus Bm) SE vr) EG; Pas Pr) 
由 此 立即 得 到 


li:m 让 [和 | = 全 ， iim vr, | > 一 人 
[a 而 [ms 


车 pm 一 0， 但 只 要 fs 半 0， 刚 当 # 记 0 时 #Cx; 办 这 0， 取 

80,: 则 ! min u(x 6) > 0， 以 此 为 初 值 仍 可 证 明 

定理 55.2 设 Bu 一 一 0，Bwv 一 此 =0, 基 0 过 
| 全 如 


Pz) PO 0 Dx)， (5.1) 存 在 唯一 和 解 Cw(x, 让， 
stzxs 7?)) 满足 : 


lm (uCx, i vr, 1)) = (<, o) 


此 定理 表明 : (和 ，0) 是 全 局 浙 近 稳定 的 ,0, pz) 是 不 稳定 


区 
问题 《5.1) 的 非 负 平衡 解 稳定 性 的 讨论 可 参看 LPao 1,，pP- 
187—191]. 


例 2 在 生物 学 中 , 满足 Michaelis-Menten 饱和 定律 的 一 个 


简单 的 双 分 子 咎 能 化 局 全 
Bw Om 一 
De D, Bm er jt, v) 
(Dx < 1, +> 0) 
dp Diy 
Br 一 D, 一 一 Br 一 一 #8 十 二 一 FCn >» vy (5.5) 


#0 1) = wl, 7) Oo 

vO = v(l, 站 ot 

u(x:0) Oo— mlr) 0 OExE1) 

vexr, D) = otx) 0 
其 中 w, w，4 部 表示 浓度 ， 是 非 负 的 ;4 是 常数 ; 4 > 0 是 参数 . 
thos va 是 


" R23* 


霸 
wrar™— 


一 8 二 一 必 


的 解 , 即 如一 芋 , po 一 1 一 g4, 0<qgA< 之 4 


tn 


当 #0 ,v0 时 
B00, pa 
dw 


Dp 


鲫 { 志 , 是 混 措 单调 的 在 wx 宇 0, v 空 0 的 尾 意 有 界 区 正 上 
坊 ; 上 是 Lipschitz 的 ， 
现 夺 要 找 非 负 有 序 的 上 ,下 和 解 对 (四 , (gw,W》 有 


Ot DD, ou + 0 
i Ox 1 十 9 
~ Og# Oy 
”Dr —D, gw ~ 8 十 本 十 gu 
Ea dy 
Br DP: a 十 失忆 一 趟 之 上 0 (5.6) 


Og dv  -_ 
之 Hr DBTt+iw— 4 
站 | > wo 2 如 oa vo 2 ph > vo 


#1 mg > 刍 > #| ;=， 3| -0 注册 > 9 | 0 


令 人 所 一 (人 00)， 显 然 它 是 下 解 ， 令 ”是 下 面 线性 疝 题 
的 解 : 
89 0 
Hz 问好 
乡 | oa 一 ”jn 
yi = 0 
显然 它 有 唯一 解 5(x, 中 ， 由 引 理 34.1.10,5 守 (0, 
求 出 让 x#, 门 后 :再 找 所 兰 是 下 列 问 题 的 解 : 
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一 .一 个 


Os On ~ ~ 
Cu Dp, .一 ， =- 用 
四 人 


天 | 一 wo 

Hl == P(x) 之 
显然 ,这 个 问题 也 有 唯一 解 ， 由 引 理 3.1.10, 音 守 0. 这 样 求 得 售 ， 
57)，{#s 9) 一 《0,0) 满足 (5.0), 是 (5.5) 的 有 序 上 、 下 解 对 . 内 
此 ,5.57 至 少 存在 一 个 解 . 


5.6 非常 数 平衡 解 的 稳定 福 


我 们 也 可 用 .上 ,下 解 讨论 平衡 解 的 稳定 性 并 给 出 吸引 区 域 ,下 
鹿 举 例 说 明 ， 
设 《mtr) ,vx)) 是 《5.5) 的 非 贷 平衡 解 , 邯 满 足 
| 一 六 一 MV 一 I 
. Ft 
— Dvr 一 Ww | C6.1) 


(Dx) 


ns | 0 = os vs | sa = Hoye 
现 讨 论 它 的 稳定 性 和 吸引 区 城 . 
想法 极其 简单 ,我 们 希望 求 现 个 正 函 煞 外 后 ，p2， 使 得 
= Pp Cx) hx), Bo pC) 二 vx) 
# = Hx) — pl Cw), = wl) — pe ppl) 
正好 构成 一 组 有 序 上 、 下 解 对 ,其 中 q(x) 是 
人 一 43 
ye0) = y(1) 一 和 
竟 最 小 特征 值 一 ww 这 0 所 对 应 的 特征 画 数 、maits] 一 sin xx， 
有 序 是 显然 的 ， 再 投 定 义 看 一 看 pC》 应 满足 什么 条 件 ， 是 
否 有 解 . 
逐个 著 察 立 , 5。#,z 满 足 的 不 等 式 ， 
《afs) 十 PNP CD) — Dmx) 村 PAPILY) Darr 
一 《Na + PAP ORI I CF) + PLE) 


人 


me 


天 


T -二 好 让 
的 充分 条 忻 是 
六 是 一 站 — pp Dpr — Hy 
1 二 gn 
— Cpiv, TF pa dpi 一 页 pagi > 0 (6.2) 
因为 
Ws, Hf ~ 
I Br (Te) 
-Ty 0 
C6.2), 有 即 
Pt 十 MDps — (Pvs 十 pots) > Pipyp, C6.3) 
Cw 一 Prpi)s 一 Dy — Ppi) rx 
由 
— Cw 一 Pp) Cts 一 PP) 十 T+ 二 人 
的 充分 条 忻 是 
—Pips 一 HDpp: ft Cpivr 十 pt 一 名 加 有 < 
I] 
pipi 十 hiD pp — CPivs + pan dp > Prprpi 
与 (6.3) 式 祖 同 ， 
所 看 男 外 两 个 不 等 式 ， 
0 Cv Pap) 一 下 os + Ppi) rr 
— A+ Cw — Pp lv pp) 
= pp — Dy TF 和 pp OO— A+ my 
一 《pr 一 Pd) py 一 Pbapt 
导 


Pi 十 LDp; TT Chat 一 Pt) 2 pfsp (6.4) 
0 Cy 一 Pip 一 Dlv; 一 P21 ) rs 一 
(ws 二 Pp (Cv, 一 papi) 
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由 06.4). 

若 令 户 ( 一 (让 二 站 ， 则 充分 菜 忻 为 
p+InD mu —r lp 
pt {Dv lr 

若 存 在 8 污 0 使 得 
LD,— HW.— v8 

tp v6 《6.57 

岂 有 充分 条 件 
放 十 Ex 阅 区 
六 此 ,我 们 可 取 
外 十 6 一 加 

的 解 


四 = 一 一 一 一 一 一 一 
EY 工 + 人 一 上 (6.6) 


其 中 0 过 pt0) 二 8， 
若 已 知 ww 宇 0 了 0， vz 裕 0， 易 证 


0 - 
D, 


于 是 (6.5) 的 充分 人 条 件 是 


Di, 一 一 >D 一 吉 一 一 字 


-车 - 沿 >。 C67) 
+ 


D, .得 


最 简单 的 情形 是 ， 取 Di Di 一 五 ， 则 只 要 厂 充 分 大 , 《0.7 一 
定 成 立 ， 四 此 我 们 证 明了 
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定理 5-6.1 没 Cuw(r), vtw)) 是 (5.5) 的 韭 贷 平 笑 解 ，Di 一 
DD 一 DP. 任 全 8 守 0, 若 


aD 一 2(w + vy) CO— pp 2 8 


则 只 话 
Wx) — PIONP CE) SE pL) Emus) + PDP 
vr) — pCONP KY SEP) Ev + plO)Px) (6.8) 
就 有 (5.5) 的 解 (nCx, 7 站，wv{x, 四》 满足 
[utr 1) OO— ur) pm (Cx) 
[vr 划一 2 pp Cx) 
其 中 pl) 由 (6. 昌 给 出 ,0 三 p00) 一 eE， 邑 《my vs) 是 浙 近 稳定 
的 。(6.8) 属于 吸引 区 域 . 


57 评 和 注 


对 于 方程 组 来 说 ,单调 方法 的 一 个 特点 是 : 要 求 右 端 阔 数组 
{e121m》 慨 反应 项 具有 某 种 氢 
单调 性 。 记 tw 为 解 分 县 加 4 的 第 不 次 磷 代 , w? 为 这 代 初 值 . 若 
ww (2 )， 则 有 了 所 单调 性 就 能 保证 tt 寺 w 人 ( 之 )， 
为 了 保证 第 一 次 迭代 #6? 委 丰 人 2) 这 就 导致 引进 上 、 下 解 , 并 
以 上 ,下 解 作为 初 值 。 方 程 组 单调 方法 的 男 一 个 特点 是 ， 上 、 下 解 
的 定义 依赖 于 右 凯 函数 的 氢 单调 性 ， 

本 章 虽 然 只 对 柬 一 2 的 情形 进行 了 论述 ， 但 方法 与 结论 对 于 
m > 2 的 情形 都 是 适用 的 . 设 一 是 R” 的 于 集 。 与 m 一 2 一 样 ， 
对 于 一 般 的 之 中 的 氢 单 调 系统 


二 = fxs fm Hn) CCxs FE Or) 


Bln — gC, 1) (Clr, I) € S87) 
wx, 0) = ptx) (xE RB) 
C= 1, 2,.***， ty 
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可 以 引进 上 、 下 解 . 


若 划一 《入 ,与 一 有 古典 解 的 光滑 
性 : 则 当 Cx, 1) € Or 了 时 WE > 对 i€ {1, 2 者] 满足 


+ Li Cx, 站， Hy ML Ha Witis*"*"*a 下 
(C(x, 7) € Or) 
Bg, > EiCX, r) CCx, ee€ S57) 
wi, 0) 2 pl) CxE DO) 
其 中 当 j 志 i 时 


作 若 上 对 单调 上 升 
' #i 若 玉 对 # ;单调 下 降 


2 TT Li Ef, $s Hs ids Mis His za 
(Cx, 1E Yr) 
Biki < gitx, 1) (C(x, FE $7) 
W(t, 0) < Di (x€ 0) 
其 中 当 ;} 志 i 时 


网 四 他 若 坟 对 wi 单调 下 降 
”wi 若 记 对 声 单 调 上 敌 
则 称 旬 与 # 分 别 是 该 系统 的 上 解 与 下 解 . 
在 # 与 # 注 足 的 不 等 式 组 中 有 壕 下 情形 : 
1° 站 与 # 各 自满 足 一 个 不 等 式 组 人 拟 增 系统 )。 
2” 关 与 对 的 2 个 分 量 可 分 为 两 组 (每 组 呈 个 分 量 ) 各 和 满足 
一 个 不 等 式 组 (可 作 变 换 化 为 氟 增 系统 ). 
_ 3° 音 与 和 # 移 2m 个 分 量 满足 一 个 不 等 式 和 组。 它们 必须 同时 被 
确定 . 
对 于 炳 圆 形 方程 组 也 衣 类 似 的 定 光 . 
抛物 型 方程 与 术 圆 型 方程 的 单调 方法 是 类 做 的 ， 但 它们 有 以 
下 区 列 : 
1” 狐 物 型 方程 初 边 值 癌 题 的 上 .下 解 关 与 世 是 有 序 的 : 关 阅 
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#， 而 椭 贺 型 边 信 间 题 的 上 、 下 解 一 般 没 有 这 种 有 序 狂 ， 

2” 抛 物 型 方程 组 情形 、 夺 代 序列 的 极限 一 定 是 定 解 疝 题 族 
解 ， 因 为 可 以 利用 某 一 类 抛物 型 方程 组 的 最 大 值 原 理 ， 萍 圆 型 方 
程 组 情形 (除了 氢 增 系统 玫 可 化 为 掀 增 的 系统 外 )， 达 代 序 列 的 入 
限 不 一 定 是 定 解 问题 的 解 ， 因 为 契 知 型 方 程 组 没有 可 以 利用 的 最 
大 从 原 理 。 但 这 时 利用 Schauder 不 动 点 定理 仍 可 证 明 : 上、 下 
解 的 存在 性 保证 解 的 存在 性 . 

3” 上 ,下 解 的 存在 性 对 于 掀 物 型 方程 的 定 解 问题 不 仪 保 证 解 
的 存在 性 而且 还 保证 解 的 唯一 性 .对 于 椭 贺 型 方程 的 定 解 问题 内 
能 保证 解 的 存在 性 而 不 能 保证 唯一 性 ， 

对 于 皂 物 型 方程 指 初 边 值 问题 ， 上 上、 下 解 的 存在 性 不 人 保证 
上 .下 解 之 间 的 和 解 是 唯一 的 ,而 且 还 保证 在 殷 单 调 区 域 上 解 基 叭 一 
的 。 对 报 增 又 统 及 可 化 为 拟 增 系统 的 情形 本 章 中 已 经 证 明 过 ; 友 
对 于 其 它 的 拟 单 育 系 统 实际 上 在 [Lia] 中 给 出 了 证 明 . 

不 论 是 囊 物 型 的 还 是 帘 贺 型 的 ， 如 果 系 统 本 身 不 具有 所 单调 
性 .但 它 的 上 、 下 控制 系统 具有 拟 单调 性 ， 我们 可 以 把 单调 方 注 推 
广 到 这 种 情形 ， 在 [Lia] 中 给 型 构造 拟 单 调 的 上 .下 控制 系统 的 方 
注 。 并 给 出 上 、 下 解 的 定义 ， 它 不 公证 明了 上 ,下 解 的 存在 保证 了 
原 系 统 解 的 存在 ,而 且 对 抛物 型 方程 组 情形 还 证 明了 解 的 唯一 性 、 

利用 单调 方法 可 以 讨论 方程 组 平衡 解 的 全 局 稳定 性 以 及 方程 
组 的 解 关 于 时 间 * 的 浙 近 性 态 、 它 有 以 下 几 种 主要 方 窟 : 

1. 转 北 疙 讨论 相应 的 常 微 分 方程 

在 Neumann 齐 次 条 人 忻 下 ， 掀 移入 方程 组 的 初 边 值 间 题 常数 
平衡 解 的 稳定 性 问题 可 以 转化 为 讨论 相应 的 常 微分 方程 组 的 平衡 
点 的 稳定 往 。 对 于 二 维 拟 增 ( 拟 减 ) 系 统 。 可 归结 为 常 微 平面 系统 
并 利用 Poincare-Bendixson 定理 来 讨论 。 至 于 二 维 混 搬 单 调 系 
统 , 却 要 归结 为 虽 维 的 常 微 系统 . 

高 维 情 形 可 三 维 拟 增 系统 或 可 化 为 拟 增 的 系统 或 其 它 氢 单 主 
系统 的 讨论 ,可 参 邮 【LiZ1.， 2, XSX1, 

2. 可 化 为 方程 式 的 或 高 维 方程 组 化 为 低级 方程 组 的 情形 , 
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如 果 对 于 方程 组 
Be ~ dA = fs ms wm) (Cx, 1) € Qo) 
Bi 一 0 (C(x, 1)€ 3.) 
#0) 一 if) Cx€ 已 ) 
我 们 能 证 明 它 的 解 wxCx， 站 二 C(x 让， w(t (x 站) 
满足 
lim wx, =— 0 (i~ 2,3, 对 *e 总 一 致 ) 


惑 im xfy 区 一 0， 对 #E 品 一致) 
在 适当 条 件 下 我 们 可 以 证 明 

lim nx, 8) = Cw x) 0, 0) 
其 中 wx) 广 是 


人 sw = flim, 0, 0) 
Bw, 一 
或 
lm wlx, Dn) = Cw (x), wlx), 0) 

其 中 wiltw)，watx) 祷 足 

—dAw;: = fm wis 0) 

Bw 一 站 

人 一 1。，21) 
【Yan] 中 给 出 了 这 方面 的 一 个 例子 ， 


3. 基于 相应 的 柄 贺 鳌 问题 的 上 、 下 解 的 判别 方法 。 
考察 


Se + Lm = fbxst, tH ) (xE€ Ot > 0) 
1 


Binu: := pC) [xc B01> 0) wh 
wlxr, 0) = pi(#) CxE OQ) 
(i = 1, 2) 

及 相应 的 椭圆 把 方程 组 的 边 值 间 题 
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开 一 Ptr, a ja) EE DOD) 

Bs: = 0 {re 0) 《2? 
' 一 1,2) 

其 中 瑚 ,， 8， 满足 上 .下 解 方法 中 的 条 件 ， 我 们 容易 证 了 明 

定理 设 当 zeg8, 坟 之 0， tw 全 0 时 (2) 是 拟 增 (或 氢 减 》 
系统 ,又 设 : 

1” (2) 有 有 上、 下 解 (@.(x)， 和 tx)) 之 《az +» Pr) 2 
(C0,.0), 

2” 当 (2) 是 所 增 的 时 Tm 和， 各) 与 Tp, Tz) 当 
th- 十 0 时 有 相同 的 极限 wx) 一 《w(x)， 反 (x)》)《 当 《2) 基 
拱 减 的 时 了 (3 ，g7，Tot， 和 ) 有 相 局 的 极限 w(*)), 其 中 
个 是 单调 方法 中 的 近代 算 子 。 则 对 Ye 二 (p(w) h(x)) E53 

5S= {pl 1p = (Cpr), akx 
Pt) EE ps) Ej) rE Oi=— 1,2} 
《1) 在 在 唯一 正解 noCx, 1) 并 满足 
Bm Hoar, F) = wir) 


条 件 2° 等 价 于 在 5 中 《2) 存在 唯一 解 . 

对 于 高 难 的 拟 增 系 绕 和 可 化 为 拟 增 的 系统 也 有 类 似 的 定理 . 

[Mar] 和 [CMal 就 是 用 这 种 方法 讨论 了 方程 组 的 正平 衡 解 
的 全 局 稳定 性 . 


习 题 五 

在 5.1 题 于 5.3 题 中 ,考察 方程 
mw oa mk, 
oe Crs 1) EQr) (GD 


-可 一 baAR, = —HMLTy 


其 中 a;5， ,BF 为 正 的 常数 ，T 志 十 o0， 
5.1 设 ws wseccgeryncfer)y 满足 C5.1)， rs UC to)), 
vilr 产 00 一 1 2》。 求证: 


二 实 当 过 


站 坟 Hirt) SE mars, {rf = 1 2, (Cx, ‘) € Or) 
了 


5.2 1 弃 《ary 1 3 Wx, )) 是 《5.17) 在 dx*[o0, 十 2 ) 上 的 非 黄 解 ， 
满足 slag = 0G 一 ls*237 字 0 求证 
dim Cu rs Dy ary 1 一 《0 0) {对 x Es 一 致 ) 


5.3 设 Cyry yy xy?)) 是 Y5-t) 在 互 x[bo -+oo)y 上 的 解 ， 满 


是 : 
[rj ， 
Br 3 一 (i=l 2 0) 


ut, 0) = F(x) (一 1329 人 他 
(12 证明 看 在 常数 M,, M, > 0， 
DE M1 EO) 
[27 全 而 = max pi(#), Ei 一 中 中 Pitt)， 若 ag; > 有 5 ， 有 求证 : 一 


+eco 时 依 指 灼 规 律 一 致 地 有 atz 1) 一 0. 


5.4 设 
0 OU HUD, UCL) = 0 《5 ,37 


= 


Dr 内 下 | 
的 任 一 正解 UC， 人) 满足 : iim U(r, 9 一 0 《lzl 志 1), 又 设 
EP) i {rr 9) : 


PH 00) 
pwn) DSS) 


XX 是正 常数 。 汝 证 : 
Ou Os 十 Ko) 一 gas 1) 


Br Or: 
Br i 
Br + EH) + few, r) 


的 任 一 正解 (wtx, 1), pr, 中》 洪 足 : 
Lm, 《afrs I) xy A 一 《0 0). 


— Aw: = 下 [本 + ffm,, x)] Cr ED) 


- — gtx) 守 0 CF EQN) 


f= 二 1,2 


(5.3) 


"3 


和 初 边 值 问题 ， 


ee! 一 i Wil dt 士 fi{w,s uw} 1 Cx to > 的 

wi 一 git#) (rcEao 1 > 0) (5.4) 
wr, 0) = Wits) {x EH) 

他 一 1 2) 


其 中 5 一 1;2) 是 正常 数 ，mifz) 这 上 0 (x E860) (4) 0 人 基站 7 
妇 一 1s 2) 并 满足 单调 方 祷 中 的 假定 . fi:[0, +o0) x [0，- co) 一 及 :人 一 
1 2) 请 足 : 


COs 0) = 0, 2 0 《ws wa 3 人 


存在 正常 数 cs cy 
a 二 ey 0 0 a 二 fC05 7) 袜 时 
记 为 是 
AN 二 = Auy (Cx) 
者 一 从 (x Ej) 
的 最 小 特征 慎 ; 相 应 的 正 特征 函数 为 加 (xz)。 
5 设 ws) OU = 1 2). 
C1) 若 tut), Na 六 tt0 0) 是 5.37 的 解 ; 证 朋 : LL > 肛 二 二 
Dyf e172), 
(2) 证 明 (5.3) 存在 一 个 解 (tx) ,Lr)) 满足 : 
WC 0 CE = 11, 2). 
5.5 证 明 《5.4) 存在 唯一 正解 且 是 有 春 的 . 
5.7 设 o<oi 和 yeigzy]aa 一 0 人 一 42)。 
C17》 若 (07) #4)) 读 C04 0) 是 (5.3) 的 解 , 证 明 : 
mts)=0 (rEnyr 1s2) 
(C2) 车 kws sz) 是 《5.42 的 解 : 证 明 
lim wzy /=D C=1,2) 


二 喇 生 最 


(5.5) 


上 且 对 Ej 一 歼 ， 
SS 设 本 >0 =00G 吴 192)， 广 设 存在 正常 数 时 ,Ms 
局 得 
2 Dy MH > Do 二 LM OO < 0 
g2 — aNdo + CM 0) > 0 9 TF flo Mi) < 0 
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证 明 (5.37 存在 解 CwCz)，#,(x)) 满 走 : 
uf > 0 (renim 1,2) 
5.9 i gry 0 ar) Drreany。 双 设 mc 加、 苇 【《eifey 
站，# #9 站) 是 (5-4) 的 解 ? 证 明 ; 
C1Yy im. ifry = 0, 
(2) 36>0 及 了 >0， 当 上 因 工 时 wry 站 
5.10 设 gx)=0, gf) > 0 (rE00), a < ON. 
(1) 证 明 (5.3) 存 在 唯一 非 贫 解 CCx) wf(C2)), 且 wt 二 0, 
wr > 0 (re dy., 
(2) 证 《ofrasDy (x 四) 是 《5 .4) 的 解 . 利用 基于 相应 稀 贺 方程 下 、 
下 盘 的 判别 方 落 :证 明 
lim [站 Wx, 1)) = C0 wetx)) 
5. 设 gfrz)s0D F272) > TYEDDO) 0 Td, 
《it 若 Cy 门 Cx, 站 )》 是 C5.4) 的 解 : 且 s(x) > 0 Cx 65) 是 
oa = wd 十 CD ws ] FEO) 
“= x) Cs Ed0) 
药 解 .证 最 存在 正 尚 数 7, gr，* 7T。 使 得 
lim wr) = (对 ze 一 臻 ) 
BO x) Sur EA) (PT, * ED 
其 由 
oy =1 + pe BHO) 1 ~ re ™, 
(2) 利用 5.11《1), 证 明 (5.3) 存在 唯一 非 负 解 ， 


* TIP 


第 六 章 不 变 区 域 及 其 应 用 


在 前 一 章 我 们 曾 对 特 义 的 弱 丰 合 搜 物 不 等 式 组 建立 了 最 大 和 值 
原理 ， 并 由 此 对 具有 某 种 氢 单 调 性 的 纶 看 合 抛 物 方 程 组 建立 了 比 
较 厌 理 。 这 是 我 们 建立 这 类 抛物 型 方程 组 初 边 值 问题 解 的 存在 唯 
一 性 的 基础 。 

但 是 :对 于 一 般 的 弱 看 合 方程 组 


+ Ls = fxsy ty gy Hn) 2 
f 


评 不 知道 是 否 有 最 太 值 原理 和 比较 原理 . 

我 们 分 析 一 下 最 大 值 原 理 和 比较 原理 的 作用 ; 一 是 可 以 得 到 
解 的 最 大 异 站 计 , 从 而 汶 用 Schauder 或 Leray-Schauder 等 不 动 
点 定理 来 证 明 解 的 存在 性 创造 了 条 件 ; 二 是 证 明 解 的 唯一 性 ， 

对 于 一 般 的 方程 组 既然 最 大 值 原理 不 一 定 或 立 ， 那 么 能 否 合 
姓 求 彼 呢 % 即 能 否 保 留 一 个 作 办 而 舍 去 奴 一 个 作用 昵 ?9 这 就 基本 
章 要 讲 的 不 变 区 域 的 主要 思想 ， 

设 0CR" 是 有 界 开 区 域 ，37T ,0< 了 工 和 十 oo ,使 得 


+ Liwi ~ fitx, fy Wis sy Hn) Go=1,2,.:"-., 1m) 
rf 


在 0r 上 存在 解 wx 了 二 (mx 仆人 WX) 
T 一 [8XftioULoco x (0, 了]] 


称 为 2r 的 抛物 边界 . 

闭 集 世 CCR" 称 为 解 xCx, 站 的 ( 正 ) 不 变 区 域 ， 若 w(x, 站 |: 忆 
全 时 即 有 wlx, 了 EE CY (xr, DD) € Q7), 

建立 不 变 区 域 于 ， 就 是 对 解 建立 了 另 一 奖 型 的 先 验 估计 {不 
是 用 初始 与 边界 数据 来 估计 ) ,这 对 证 明 解 的 存在 性 起 着 重要 的 作 
用 ,但 不 一 定 能 用 之 来 证 明 唯 一 性 ， 
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6.1 反应 扩散 方程 组 的 不 变 答 形 


在 第 一 章 定理 1.2.7 中 ,对 常 微分 方程 组 建立 了 不 变 和 矩形 ， 这 
一 结果 可 以 推广 到 反应 扩散 方程 组 的 情形 。 这 一 市 仍然 是 单调 方 
靶 的 一 个 应 用 。 

考 看 如 下 间 题 


说 + Li me ix Ho sss He) C(x DE Or) 


wD 人 D0 (aDesD) CD 
ifr 人 一 if CxE Bio= 1,2,..., mm) 
它 满足 第 五 章 中 所 给 的 条 件 ， 
定理 和 Li 记 
Di= (| [las bi] (—<G 二 +0) 
设 
1? 当 (zy DE Or, #€ Ds 
ir, fa | wa; 2 0 
fx tw) C= 1 2, 1m) 
2° 当 xE 0 时 p(x) 一 《C(x)，…， qm(#))E 2x; 若是 
Dirichlet 过 条 件 ,还 设 
3° (x, DE ST Calx, 2 gmx DE 2 
出 (1.1) 的 解 
wxy 1) = Cuss Fs Hat) FE Dx, 1) € Qn). 
延明 令 
f(x, 1, #) 一 up fiCx, £3 S97» Gm) | rny 
(i= 1,2, .m1 从 
了 xz， 1 #) int filr, 1, 2- Em) | mss 


bs 
0 一 1, 23--*y nm? ii) 
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考察 (1.1) 的 上 ,下 控制 系统 
Hu: 


Br + Ls = fx 1, #) Clr, DE Vr) 


Owr 
sis 1) 一 有 人 六 i) 或 Bn 一 们 (Cx, i)E Sr) 
Hi (Xs 0) 一 ptx) (x€ 已) 人 一 2- 类 


Ow: 


EE tt Lip 一 直人 rs 1, 9 (C(x, #2)E€ Yr) 
| 让 


Bu 
wx) g(r) 二 0 (rE ST) 


HX 0) = pilx) 《xzE 0) 人 一 12 


(1.2) 


C1.3) 


它们 在 Ds 上 均 是 皂 增 系统 ， 显然 总 一 (Cb,, 四 bn) 是 (1.2) 的 上 
解 , 一 (a, | am) 是 C1.3) 的 下 谤 ， 于 经 构成 (1.1) 的 上 、 下 


解 , 于 是 


wr, DE DCCx, OE Er 站。 证 毕 。 


各 < M,C, < b; Cx, nn) E Or, 1 一 12 mm) 


定理 6.1.1 中 的 条 件 1° 的 几何 意义 是 : 在 82% 上 ,向 量 一 
(0 加) 或 与 92 相 切 或 指向 刀 ; 的 内 部 ， 这 里 局: 就 是 (1.1) 


的 不 变 息 形 . 


例 1 Hodgkin-Huxjey 方程 (1CCS1, [Has]》, 有 时 也 做 


神经 传导 方程 


. ci 一 二 ar + gb, 有 Ws 2) 


2 一 etss EN Oo vo) 
tw Btwrs tt FHICAA) — to) 
Ei >= Brr 十 gu hn — zx) 
其 中 c ,RR 是 正常 数 , sj(i 一 1, 2, 3) 是 非 全 常数 ， 
pn, ys Hs HY) OO CC 人 
十 Rs'tei 一 四 ) + Res 一 对 


C1.4) 


b> OC = 1, 2, 3), o> a> es 其 常数。 
Bit > 0 120 一 1.2;3). 

在 这 个 模型 中 ,v, wy zs 表示 化 学 浓度 ,因而 荐 非 负 的 ， 而 = 
表示 电势 . (1.4) 是 A. L. Hodgkin, A. FE，Huxley 等 人 研究 
电信 号 在 舵 鱼 的 轴 罕 中 传 插 的 生理 现象 灶 导 出 的 一 个 数学 模型 。 

我 们 来 求 (1.4) 的 不 变 和 矩形 

3 {wy vy ww 
0 有 i 和 有 0sz< 近 了 | (1.5) 
其 中 书 , 下, ap, 7 是 待定 的 常数 ， 
容易 验证 : 
Su) hn) — v) | > 0 
BC 一 四 | -< Be 一 os 
内 可 a 之 1， 类 已 地 ,内 要 8,7 实 1, 有 
BCH YCANHY) — 区] 
gCH CAN) — ww) | =p 0 
Sn) h(n) — 2)| :o> 0 
gw) CA) — £2) s=r 0 
当 人 0 和 YH 


1 
= gM Vy 2) |e 


一 {awl —€,) 十 Rs ey 一 a) 
在 
十 Ra es ~ ci)l >0 
只 区 本 A (也 就 有 i Ci 


TL glu, ts #) wa < 0 
Lr 本 


只 要 ca 2 

因此 :只 机 ES ce (1.5) 就 是 (1.42 的 
不 变 定 形 。 

例 2 3eionsov-Zhabotinskii 反应 的 Field-Noyes 方程 CITy] 
p.43) 


“了 33。 


ds a 


(FE Eg, Cs — __ 
By 5 sz ts 人 一 上 对 
dn EPpy 
Br =™ €> Be + 2hp Sy (1.6) 
Bp_ ,er 
f A, Sits a 


其 中 5, 5,? 是 无 最 网 化 的 化 学 浓度 ，E, 9, ,p> 0，6; 之 『 
(i 一 1,2, 3) 基 常 数 。 

下 面 我 们 求 形 如 

{NOS 01 0 pc) (1.7) 
的 不 变 矩 形 . 

容易 验证 : 妆 《二 ， ns Pp) E 2» 时 ， 


二 (十 9 一 虹 一 雪 )|tm 一 9 28 


二 (十 1 一 4 和 6 一 En) | es 


lg) tA <o 
1 
其 中 取 a > max {1, 二 
《一 9 十 258p — #1) 1, = 2hp 完 0 
《一 1 十 2hp— én) | — 2hp — Bll + #5 
< cr 一声 < 站 
其 下 取 严 之 29 


六 (E 一 po 20 


其 中 到 c 之 < 


这 就 证 明了 : 车 ">max (十 ， 上 ce b>2he, 则 (1.7) 


» 240* 


是 (1.6) 的 不 变 和 矩形 。 
例 3 神经 传导 的 Fitz Hugh-Nagumo 方程 
v= 一 
岂 = 一 EWrr 十 gr — YH (1.8) 
其 中 g,Y? 之 0,8 之 0 均 为 常数 。 一 vv 一 BL 一 ,0 二 
8 三 1， 这 是 Hodskin-Huxley 方程 组 的 一 个 简化 模型 ， 

在 这 个 例子 中 我 科 要 给 出 一 个 不 变 矩 形 的 几何 构造 法 . 

在 图 6-1.1 中 面 出 了 fv) 一 #* 一 0，ov 一 7w 一 0 的 曲线 和 
直线 ,并 标明 了 使 fv) 一 # 之 0( 过 0,0v 一 7w 之 0( 过 0) 的 区 
域 ， 图 中 还 画 出 了 一 个 矩形 A4BCDP， 上 底 AD 取得 它 位 于 ov 一 
7 二 0 产 上 ,有 即 gv 一 YW 之 了 ,而 使 ov 一 Yr| sc 汪 0。 两 个 颁 
边 48B，CD 均 取 鸭 一 常数， 使 得 f(s) 一 #14s 之 0, 1(w) 一 
#|cn 二 上 了。 若 取 

一 矩形 4B8CD 
则 在 62 上 下 一 《Ke 一 ao ov 一 Yo 指向 之 内 或 与 92 相 切 . 
因此 ,之 是 (1.8) 的 不 变 所 形 、， 朴 此 ,我 们 可 以 梅 造 任意 大 的 这 种 
不 变 掏 形 . 
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62 有 反应 扩散 方程 组 的 不 变 区 域 


设 a = iis Bm 一 6;, 民 Ly = 一 荆 不 依赖 于 A 考虑 
Lnn — flr, fa) 《ma 一 [2 mm) (2.1) 


+ 241* 


或 写作 
Ln = fx, 1, #} 
竹中 
# = (Ws 一 《让 
设 之 是 R” 中 的 凸 集 ,我 们 把 
Do (wu|ué Rr, distC(#, 2) < p} (p> 0 
十 做 立 的 平行 梨 (图 6-2.1), 其 中 disr (#4, 如 ) 坦 点 4 与 集合 本 的 
虐 离 ， 
定理 6.2.CH.F.Weinberger,1975[Wel) 
没 CR” 是 有 界 闭 吓人 上 集 ， 有 如下 人 性质 ， 若 
存在 8 之 0。 使 得 对 YeE (0，s)， 平 行 集 
>。 有 许 质 : Pw*) 是 宛 ; 的 边界 82。 上 任 
意 一 点 坟 处 的 单位 外 法 向 量 , 对 于 Ytx, 站 
< Qr 和 w*€ 昌 马 。 有 
Plw*y) » fx, 1, Ht} (2.2) 
则 马 是 (2.1) 的 解 以 xz， D 的 不 变 区 域 ， 
证 衣 用 有 反 证 浴 。 若 不 然 ， 则 (ED E Or 而 w(x¥,DE .从 
而 3pE (0,e), 使 得 w(#,7)E22,。， 因 为 #1r 忆 可, 所 以 w|r 上 每 一 
点 是 如 的 内 点 ， 因 为 当 xE 时 nCx,0)€ 忆 如 p, 由 X17 的 
连续 柱 知 道 ,一 定 存 在 矿 省 0, 使 得 Ylx, 站 € Qs w(x,1) € >p， 
取 这 种 * 的 上 确 界 , 仍 记 汐 寺 . 当 (x 了 EQ 对 n(x, D€ 1， 
-一 定 存 在 zfrfE 吕 ,使 的 ,1*) 一 和 世间 ip。 
由 假定 有 
Pl } Pat) - frr, Ht) 0 (2.3) 
受 因 为 立 ， 是 西 集 ,因而 立 p 位 于 过 w* 的 之 
的 到 平面 的 一 人 岗 ( 砚 图 6-2.2)。 因 而 
Cw 一 w*) : pln*) 0 CYm€E 0p) 


( 即 # 一 过 和 Pw") 的 夹 角 不 小 于 三 )， 即 


图 6-2.1 


图 562.% # - PHY) SE ut + PAH*) 
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这 就 是 说 标量 w(x 站 : Plw*) 在 (x*, 下 ) 处 达到 它 在 9.* 上 的 最 
大 值 。 

把 向 量 Plw*) 与 方程 组 (2.17 作 内 积 得 Plw*) .wkx, 好 满嘴. 
的 方程 

L(tP .un) =P.f 
因为 Pn*)》 -Cx 门 在 Cx*, 玉 ) C094* 的 内 点 } 上 达到 最 大 慎 , 故 
LP ew) ess = Pe fins 0 

与 《2.3) 第 盾 。 证 毕 、 

条 性 (2.2) 通常 称 为 切 触 条 件 (tangency condition)， 

例 4k[smj，[BDG1) 在 液态 的 起 导 性 研究 中 提出 了 下 剂 
方程 组 

一 DAs + (1 一 wu! a (2.4 

其 中 # 一 Cs A A , 


万 一 dia gd +, dn), di 人 0， Ya>0 
出 定理 6.1.1 知 ， 
w= 人 [一 GCC， TH ~ 人 [0, C1 


f== 1 


> 一 全 [一 人 0] 


鬼 是 (2.4) 的 不 变 算 形 ,其 中 常数 Ci 完 1。 
当 宙 二 出 一 … 一 dn 这 0 了 时， 令 
DD {nn€E R", se (C1), 
Hw) 一 《1 一 | ual Ow 
对 We 这 0. 当 w€ 02+e 时 z 
Pu) :fn) = [1— (C+e)]<0 
其 中 POw) 是 we 985.1 处 > 。 的 音 位 外 法 向 量 。 因 此 由 定理 ' 
6.2.1 知 ， 字 , 是 52.4) 的 不 变 区 域 ， 
定理 6.2.1 中 的 瑟 究 竞 是 村 么 不 自体 、 因 页 不 好 使 用 。 在 应 
用 中 着 望 艺 是 一 些 性 质 比较 具体 的 凸 区 域 ， 


二 中 斗 襄 = 


下 耐 我们 将 对 更 一 般 的 覃 合 挝 物 型 方 看 组 给 出 较 具 体 的 凸 区 
域 守 ， 为 书写 简单 ,假定 空间 变量 只 有 一 个 , 即 设 a 一 1。 考 虎 下 
列 方程 组 

局 一 DG 2) B+ MO x) 这 一 foD 《Ge 0:) 


ut 0) 一 (rE 0Q) {2.5) 
wx, Dg 0 (Cr, De37) 


其 中 0 蚌 Ri 中 的 有 界 开 区 间 ，。 Da x),，M (Cw, xz) 都 是 mm[ 阶 
汇 阵 区 数 ,D 是 对 称 正 定 算 阵 , 我 们 总 假设 在 在 了 > 以 工 和 过 十 co)， 
使 得 (2.5) 在 @r 上 有 解 n(x, 刘 . 

设 GCv) 是 R" 中 开 集 悟 到 R! 的 光滑 冰 数 ,对 iE {1, 2,.…， 


m), VG 一 (和 SG ) x 8， 满足 GK 之 0CveE Uy) 的 
站 Du, 


点 集 是 一 个 “半空 间 ”"， 我 们 考 碟 由 有 限 个 这 样 的 " 兴 空 间 ”各 i 玉 
的 R" 中 的 区 域 允 . 
允 = (| {vlvéU, Gr) < 0} (C2.0) 


我 们 站 来 讨论 在 什么 条 件 下 3 了 可 能 成 为 《2.35) 解 的 不 实 区 域 . 
定义 622 光滑 冰 数 G:R" 一 R' 在 wR” 是 做 拟 凸 的 
(quasi-convex), 若 由 WnE R*,VGCv0) :9 一 0 能 推出 GEOv)): 

7 人 0， 其 中 
pc = (0) 


- 1 
Opa | r=rp 


是 GO 在 旭 的 Hesse 短 阵 ， 
定理 和 .23 (Chueh-Conley-Smoller。1977，[CCS]) 设 之 
由 《2.6) 定义 。 记 


2 一 站 {vlvé U, GV) SE} 


二 下身 竹 二 


Se 站 对 YY0O<e< 妈 BfEt0O Yo 上 iowrE Ti 2 
N} 下 列 条 人 忻 成 立 : 

12 对 VYxER, VG(vo) 是 Digo; x}，。，MCp, 2*) 的 让 特征 向 
量 : 即 3 和 4% ,使 得 

可 人 CoCo x) = pV GAA) 
VOtvo)M (wo, x) 一 7Gikpo》 

22 沙 VGBite)DKo 菩 一 PFC 0 ， 则 如 在 四 是 
所 凸 的 ; 

3” 有 CGI， 所 po D0. 

afzy ?1) 是 (2.5) 的 解 , 对 于 Dirichlet 边 条 件 情 形 , 着 w(x， 
让 |r 己 > 则 wry 站 EE 了 (CCzspE 07); 对 于 Neumann 边 条 件 情 
形 , 荐 wxs OE DrE 0D), Maulrs DEDCtx, DE Vr). 

证 明 ”用 有 反 证 法 。 若 不 然 ， 则 EE 00, T],， xE€ 0 31€ 11; 
2,.…*， 吉 }， 使 得 

GCC 下) 站 
于 是 3s,0 < 日 < 必 so， 
Gu(s, DD)>B 
对 此 + 与 8， 令 
w= inf {li€ C0, TI, Sr€ 0, Gnls, FD) > el 

因为 GiGxCx,，0) 过 090, 时 芭 宙 * 六 0, 当 0 和 1 和 于 Gln(x 
站 <eKwxe 0QY。 因此 加 之 0 了。 出 吉 定 义 ,一 定 存在 《6 名 ,使 得 


Gur, De (VE O01E hb) (2.7) 
Gutzo, 1))—= 8 2.8) 
对 于 Dirichlet 边 条 件 情形 ,一 定 有 ww€ 9， 
若 能 推出 
: ea | < (2.9) 


则 与 (2.7), (2.8) 矛盾 。 从 而 证 明了 本 定 理 ， 
为 证 (2.9), 首先 计算 ess 10). 利用 ulx, 1) 是 解 ,得 


。245 。 


Pos 2) = VO,tntx,n)) 入 
中 


> im BE 
Ba Br fu, 7) 


利 岂 条件 1 得 


BGiCwx, 1)) Pn 
3 . -一 他; ib 
dr ixorto? eV Dx: 
Ou | 
一 doi 一 一 中 VO + 大 后 | 《2.107 
Hr {oto) 


若 令 六 (Cx) 二 Ganlr, 0))。 由 (2.7) (2.8) 知 , x 一 x 是 8(x) 在 
总 上 的 最 大 值 点 sy NE Q， 则 
请 (xz = 0, px) SO 


从 而 有 
下 《foy 一 Ge 3 0 (2.11Y 
h(x0) 一 (2 ) prG(ntzs)) 
Blin 
+ vo S|, < 0 (2.12) 
由 条 件 2”, 
sx pace Cat y Ou 
[3 DGi(ulx, 1)) Dx | 0 
从 和 而 有 
TGCu(x, 1)) Ou 0 (2.13Y 
Oriliroo) 


由 绰 阵 DD 的 正定 柱 推 出 sw 汪 0， 最 后 由 (2.10),(2.11),(2.13) 及 条 
性 3? 证 得 (2.9), 对 Neumann 边 条 件 情 形 的 证 明 留 做 于 题 ， 证 
毕 。 . 

注 1】 下 定理 6.2,3 的 证 明 可 见 , 定 理 中 的 假设 2” 和 3” 可 以 
有 下 下 列 和 假设 > 和 和 3 来 代替 ; 

2 若 术 GoojDOw, 7) 二 YOGA) 《ED 则 GG 在 凯 是 


=。 246+* 


强 吓 的 , 即 基 YG) 一 0 则 有 DDI?Gi(w) 之 0; 
3 VG): ft, 1) SE 0, 
注 2 若 D 和 MM 是 对 角 算 阵 ; 叉 取 G9) 一 由 一 cy 是 某 带 : 


涩 ,出 WO = 《0 WE 0, 了 0 0) 是 DD 和 MI 的 左 特征 向 量 、 
4 0 Gi(8) 处 处 报 唔 ， 因 豆 灶 空间 
{vlv— ec 0} 
是 方程 (2.5) 的 不 变 区 域 ,只 要 对 充分 小 的 8 之 0， 
下 
注 3 车 D 一 1, M 一 了 是 单位 炬 阵 , 则 任何 由 (2.6) 给 出 的 
BR” 中 的 上 是 闭 域 忆 都 是 (2.5) 的 不 变 区 域 , 只 要 对 充分 小 的 E 之 0， 
vyG; .flass 0, 或 了 G flaz < 0 
(f= 1 2,°-* AN) 


注 4 对 于 边 条 件 3|,， 一 9, 不 变 区 域 吕 的 合意 是 ， 若 初 


慎 wx, 0)& ZEzE 8), 则 (2.5) 的 解 wCxs 站 € (C(x, DE 87). 
例 5 考察 方程 


2 = A + lon(a 一 十 eng 一 和 
i 


十 yak Hs 一 zi 二 3 -= 1, 2, 3) C2.14) 
其 中 雯 之 0G 一 1,2,3) 是 常数 ,a 是 常数 。 记 
4 攻 一 Cari)sxs 


设 (4 十 好》 是 负 定 抢 阵 。 我 们 来 求 它 的 不 变 区 域 。 
记 
fu, tss te3) = Wi Dy oa 一 幸 ) 
j= 


fu) 一 《Fe Fu), tn)) 
取 Gtw) 使 得 


站 一 

i# -i | 只 Es 3 

V6) 一生 于 全 -归于 红 ， 生 一 二 
We 3 Wy 


* 阐 生 7 


即 
GCn) = p> (a — nr ut ln 和 


i 二 + 


旭 
VOY :HH) 一 wT [i CA AT) < 0 (n= 0 


其 中 ww 了 = (i 2 
易 验 证 : 对 We > 0， 
.= {sl Gr) ec} 

中 用 四 区 域 , 因 此 之 , 是 (2.14) 的 不 变 区 域 ， 

在 许多 应 用 中 ,向 量 场 f 满足 的 是 较 弱 的 条 件 3 即 VGi*f|az 
和 0, 团 在 02 的 某 些 地 方 YG; 和 ff 相 妇 ( 向 量 场 不 是 严格 指向 
之 内 的 )》， 例 如 ,在 生态 方程 中 考 志 群 体 的 密度 、 化 学 反应 中 的 反 
应 浓度 常常 满足 52.5)7， 其 中 的 是 


拨号 《203 Mn) 3 "ss umM a )), 
因此 , 若 取 GA 一 一 ws 瑟 一 nlGi2) 二 0), 则 
DZ = {nlw =— 0 


VG = (C05... ,0s 1; 0:7, 0), VG; .Ho 一 0 

由 生物 学 和 北 学 可 知 显 然 有 名 之 0( 密 度 ,浓度 是 非 负 的 )。 但 我 
们 不 能 利用 前 面 的 定理 得 到 这 个 结论 。 为 把 定理 6.2.3 推广 到 这 
种 情形 . 我 们 引进 (2.5) 的 解 关 于 f 是 连续 依赖 的 假定 . 

定义 6.2.4 称 方程 组 (2.5) 是 了 稳定 的 ， 若 有 及 其 导数 在 
R" 的 ¥ 子 集 上 一 致 收 合 到 了 及 其 相应 的 导数 。 记 #4 和 w 分 别 是 
2.5) 相应 于 天 和 了 的 解 。 若 存在, 则 ! 充分 太 时 wi 存在 , 而 在 
的 一 个 称 密集 上 存在 # 的 一 个 子 列 收 化 到 

定理 6.2.5 设 (2.5) 是 了 稳定 的 , 定理 6.2.3 中 的 条 尾 除 3° 
换 成 

3 YO 过 iT,VYrwE 9D 有 VGNvo) - Hyves 让 丢人 0 

外 成 立 。 划 定理 6.2.3 的 结论 仍 成 立 . 


a 2 


ee 可 以 移 迁 一 个 光 兴 向量 场 久 s) 使 得 
“wi az 过 0。 考虑 
Ba dp Op 1 
Ey D+ MS ti ( 即 令 五 一 1 十 二 4 
初 边 条 和 件 与 42.5) 相间。 当 充分 大 时 存在 解 Ww。 因 汶 
， 1 1 
Vo, -f+ 二) < vo hes <0 


由 定理 6.2.3 知 ww 定西 此 wE€ 2;。 证 替 . 
6.3 ”比较 定理 .二 十 om 时 解 的 渐 近 行为 


我 们 知道 可 以 通过 比较 定理 来 研究 方程 式 或 方程 组 解 的 渐 近 
行为 。 比 较 函 数 ( 上 、 下 解 ) 实 际 上 也 给 出 了 初 边 值 问 题解 的 不 变 
区 域 。 本 节 通 过 与 反应 扩 获 方程 相应 的 常 微 分 方程 的 解 来 估计 反 
应 扩散 方程 的 解 、 从 而 建立 一 种 比较 定理 。 我们 将 建立 两 个 比较 
定理 ,一 个 可 由 方程 组 的 极 值 原 理 得 到 , 另 一 个 则 由 不 变 区 域 的 一 
般 理 论 得 到 . 

考虑 Neumann 边 条 件 下 的 初 边 值 问 题 


2 = DAW Hw, £) 
Ou 0 (3.1》 
Bn 


sx, 0) 一 px) 
其 中 一 (pW), DD = diag (dy do) sd >0 (i 1, 
2 Ai 一 【Ai ANm), Fu) = Chim) ,flu 
0D))), px) = (px) Plt)), 
我 们 假设 
1? 3 一 NN 4a,b,] {oo0). 对 ViE {1, 


Ff 二 1 
2 mM 2 


和 


记 | < 0 filues ED 
22” 对 YIT>DatErrc[LD TT], 存在 常数 Kr， 
\fw, :) 一 Fr, s)| < 下 zf ls 一 sl 十 [x 一 #| 
met0,1) 

3° p(x) ECCH), px) E DrE 9), 

显然 ,之 是 《3.1) 的 不 变 短 形 . 

把 集合 NN。 二 {1,2,……,，m] 分 解 为 两 个 互 不 相交 的 人 委 合 om 
和 gre, 即 ouUon 二 Ns, Ow 站 on 一 务 。 例 如 ， 可取 gw 一 {N。 中 
的 奇数 }。gas 一 {Ns 中 的 侦 数 }， 定 义 隔 数 凡 , 扩 如 下 ; 


_ a {fCE) | ss 二 1.2 半 和 让， 若 i€ gn 
it, 9 fa {CED | sm li 一 1 ,2 i}， 若 i€ Tm 
1nf {fCEY {sn li 四 1 ,2,: "an, i = 1}， 若 1€ Gn 
ed Tr 上 j 一 1,2,"… ,mj 夺 让 j, 荐 i€& 
ECE) | sees 1 Ce sm His i rm 
易 见 车 iE owCGE orn)， 则 二 是 氢 增 ( 报 碱 ) 的 ,而 上 是 氢 减 ( 雪 增 》 
汐 . 
现 令 
A(v, i) 四 (CACv, i)- “a aC 1)) 
fiCv, 7) 《 落 iE gu) 
人 一 {pew 《车 守 LE on) 
由 于 oy 取 法 的 不 同 , 向 量 消 数 共 有 2" 个、 
下 面 我 们 要 敌 的 是 把 常 微 分 方程 初 什 问 题 


dv 
= Cv, 2y G3» 
yO0) eo 
的 解 与 《3.1) 的 解 进 行 比较 ,建立 一 个 比较 定理 。 这 里 
sup Pi(x) 《车 i € vu) 
" (3.3) 


“一 1 PCz) 《 若 56 gm) 


* 230" 


显然 , (3.2) 的 解 是 存在 唯一 的 , 且 工 是 它 的 不 变 甜 形 . 
定理 6.3.1 (比较 定理 ) 在 本 节 一 开始 的 各 项 假设 下 ，(3.1》 
的 解 江 x, 1) 与 (3.2) 的 解 V() 有 下 列 关系 
Wx) VA ( 敬 jE om) 
VA x (i on) 
证 明 贸 作 习 题 ( 利 玫 拟 增 了 系统 的 比较 原理 ) 
现 表 定义 六 , 扩 如 下 : 
HOw 1) 一 sup {fi ED | 
jE gw ss 
WE Eg, i 
Fs 1) me inf {fCED smn,: 
BE 落 jEgwy 六 
WE 
易 见 ,车 j 半 2 jE ows (iE ae 则 人 于 关 于 sw 是 非 减 ( 非 增 ) 的 ,所 
关于 由 是非 增 { 非 减 ) 的 : 当 因 头 区 ,ae 羡 贡 时 ,有 ,让 均 是 混 氢 
单调 的 ， 
现 令 


(x1)EQ XX [0,Feo) 


Ho tps 1) = CH, I) Hatv, 1)) 
fvs ty 《区 iE ay) 
一 {re 1) (车 iE 0,》 
考 壤 常 微 分 方程 初 值 问题 
2 oo Ho ty, 1) 
Ps (3.4) 
HO) 

加 由 (3.3) 给 出 ， 剧 然 (3.4) 存在 唯一 解 坟 站 ,并 以 Z 为 不 变 矩 
形 . 下 面 我 们 将 《3.1) 的 解 Kx 人) 与 43.43 的 解 5C7) 进行 比较 建 
立 一 个 比较 定理 . 

定理 6.$.2 (比较 定理 ) 在 本 节 一 开始 的 各 项 假定 下 ， 又 设 
(3.1) 是 f 稳定 的 ， 则 (3.1) 的 解 x 7) 和 (3.47 的 解 民间 有 下 
列 关 系 ; 


=* 


于 SR Eo Cx EDQX 10, 十 oo 
yD) zy (CPE gs (x, ED X [0, 十 coco) 
证 明 念 必 一 《tw wm) 其 中 
wm{ ( 若 jE gw) 
vr CC 上 《( 若 jE oso》 
再 令 
Gv) = (Fw Os nls 1)) 
wn 二 Fe D)—H(v,t) (it ou) 
Hlvst) — fw, !) ( 若 1€ 6,) 
因为 阁 中 EE ow， 则 as, 一 wi 十 wi, 老 iE gas Mw vi — ti, 0 
vi 一 v.01), 所 以 g; 实际 上 是 必 和 # 的 函数 、 之 满 足 
Ow Daw + Gm zy 
Dr 
Aw 
On x 十 0* 
由 (3 及 C3.) 知 wlxr, 0 和 OVrE 0). 
A 


Yt 


(3.5) 
一 0 


So {we we) 0 j= 2, mm) 
我 们 证 明 是 (3.5) 的 不 变 区 域 . 
和 iE qn， 共和 0 一 1 ii 一 和 时 
gw ty = Jw, ty) — Hilyv, 1t) 
— tu 1) OO— Nv, 17) 
fm i es !) 
— fp Bs Mis ris" vt) 
< 0, 
当 1E€ gs 时 同样 可 证 , ww 和 0 二 20 掀 y 了 半 1， wi 一 上 0 
时 gCwyr) < 委 0。 因此 并 是 (3.5》 的 不 变 区 域 , 即 证 明 了 定理 的 
结论 。 证 毕 . 
作为 定理 的 应 用 举 下 面 的 例子 . 
例 5 (猎手 一 一 食 饵 系统 Predator-prey systems) 我 们 研究 


a 让 邱 卫 = 


生态 学 中 只 考 串 两 个 种 群 的 捕食 和 被 捕食 的 相 巨 作用， 例如 猫 促 
老 腿 ,熊猫 和 滑 竹 等 等 。 我们 理想 化 地 认为 种 群 是 连 线 分 布 的 .日 . 
斌 足下 列 方程 组 

红 一 An 十 uM (nv) 


opAp oN Cus 人 C(x EQ XR, OCR 有 和 辕 ) 


Ow 一 Ov = (3.6) 


Dn [aonxR+ On | ioxRt 
[uCx, 0) = mr) 0 ers 0 = w(xr) 守 0 
其 中 a,，8 六 上 6 是 和 常数 
M(gs ot} = (A ev, 


fa 1) 一 一 下 一 全 2 十 
(。, pa 都 是 正常 数 ,0 <<d <1,d < 全 < 机 
个 孤立 的 上 避 ， 则 和 锯 上 的 狂 和 性 电 晤 不 能 进 也 涉 能 出 ， 轩 "流量 "等 


于 零 的 Neumann 边 条 性. 


P| 二 - 
Cd = 一 0 ON .> 
Ov 人 ” 


a 易 证 -| “全 于 (#， 2) 一 《ay AT MM 一 好 
当 上 大 : 干 解 (好 一 《0 0 从 而 由 上 .下 解 方 该 可 还 
soln 0 
是 (3.6) 的 不 变 区 域 { 图 5-3.1), 由 上 、 下 钥 方 法 可 证 明 内 守 w(x*)， 


全 五 -3,1 
wokx) E 3 则 存在 (3.6) 的 唯一 解 (nlr, 站 ， v(x, EE 2 


# 加 


现在 我 们 要 来 应 用 定理 6.3.1。 现在 mw 一 2， 邯 
了 (hh) = CuM (Cn, v), oNCu, vr)) 
NN 一 《1,2}.。 因此 ow 有 四 种 可 能 
(1) ou — {1}, (2) gu ~ {2} 
(3) on = (1, 2}, (4) ou = 
分 别 作 出 这 四 种 情形 的 Hi (Cw, v)， 
(DD ov— {1}, Wo, — {2} 
fr(w, v) -Sup f(x, E)— “sup, Mtw, E) 
Hw, 了) ™ sup flE,r) = npP NCE, v) = N+, v) 
fw, wy 一 hw, ED) 一 “ inf MUOw, &) 
WM (Cu, pp) 
fw, #) inf fk 0) my vin NE, 0) 
因而 
Ho = Ho = (ft, i) 
《2) ou 一 12}。 同 样 计算 知 
Ha — (FF) 
(3) oy 11, 2} 
Hua = {FE, 
其 中 
i sup MCu, E) = wM+(w, 9) 
所 以 可 以 写成 
an — (uM +t, vyNT) 
(C4) gx 一 功 
Hg = (ff, i) = (uM vN) 
其 中 
N (u,v) 一 in NE 0 


254 。 


我 们 汉 向 量 场 
CuaM tyNt), CxM oN) 
分 别 叫做 与 方 垦 组 43.67 中 的 向 量 场 1 二 lwM ，vN) 相应 的 关于 - 
之 的 极 大 、 极 小 向 量 场 ， 
考虑 

章 好 上 

人 一 人 

dy 


a 一 BR ) 


nt0) 一 sup sol 和] 
‘v0) = sup yat) 
由 定理 6.3.1 我 们 有 人 以 计 
Our En OR E(x i IE Xx RT) 

申 图 6-3,2 可 敬 得 解 的 一 些 定性 性 质 ， 例 如, 若 swlx) 三 42， 凤 有 
limalr, 1) 一 im zxy te 一 0， 这 个 结论 有 很 直观 的 生态 党 上 的 
解释 ,即食 饵 ( 例 如 老鼠 ) 少 到 一 定 程度 的 话 , 那 么 食 饵 本 身 将 趋 于 
绝 灭 :以 而 导致 猪手 趋 于 绝 灭 . 


6.4 反应 扩散 方程 的 局 部 解 和 整体 解 


在 一 些 情形 下 比较 容易 证 明 反 应 扩散 方程 组 局 部 解 的 存在 唯 
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一 性 ,如 果 存 在 不 变 区 域 , 则 可 以 得 到 整体 解 的 存在 唯一 性 。 本 节 
我 们 仅 以 一 个 简单 讽 子 来 说 明 这 点 。 这 里 我 们 考 麻 的 是 一 种 方法 
的 框架 ,而 不 去 计较 条 件 的 强 弱 . 
我 们 以 劣 虑 Cauchy 问题 为 例 。 在 关 一 工 的 情形 我 们 知道 若 
取 基 本 空间 为 
B={wxr)lw(x) 为 及 上 有 界 ,一 致 过 续 函数 ， 
bm |w| 一 07 (为 简单 计 , 令 #2 一 1) 
非 齐 次 热传导 方程 Cauchy 问题 
全 -an ri) 《rp 站 ER 有 XR 或 及 X[0. 了 ]) 
Hix 0) — wolr) (rER) 
fx,!) 有 界 光 滑 。， 则 其 解 可 表 为 
ux 1) = Gx 一 了: 二 本 wky) 


十 | Gx — ys 1 CO— sy ds 


(4.1) 


其 中 


NA 1 i Rh 
Gx 一 ?一 7 ol 2 


Gz — yt — «fy, 5) 
— {GCs — y+ — sy, day 
GCs — ys Ox¥wly) — | Gs — ys ly)dy 
-| ar {于 志 二 De 
人 


nH CEs 0) xp( xz 


(4.2) 
其 中 mi Hs™ 《二 > 纪 3 “" ;a ) 。 MoCx) “一 City Ht), ”a 
s(x)), 号 一 qiag 《aa dis""* 9 d»); di 人 0 《1 一 1 2 1m) 为 


本 党 


年数 。 并 #0) 一 CC 四: 天 ”~ 了 ”光滑 并 
满足 Lipschitz 条 件 , 即 
fC 一 天 oa < Kllw — vlls (4.3) 
令 
B(x — yt —s) 
1 
Vi ot 420 一 5 
(i 一 Ts 2 1m) 
Gr CO— yt — 1) = diag (g(r — ,1 — 1 ), 
SF 一 了 Be 一 一 
可 以 证 明 wx, 1:)€ CE0, Tl1; 8》 是 (4.2) 的 和 解 当 且 仅 当 
w(x, 1) 满足 下 列 积分 方程 
Hx) 一 GY 一 ys, 1) oly) 


+ GCs — yo — OF fuly, ds C4.4) 


于 是 我 们 可 以 证 明 解 的 局 部 存在 定理 ， 

定理 6.4.1 设 wlx)E 8, 人 0) 一 0。 则 存在 > 0, 4 只 依 
赖 于 和 Huohls, 使 得 (4.2) 在 CC50, zi BY 中 有 唯一 解 ， 并 有 
als < 2)|wolls. 

证 明 若 对 1:€ R+ (或 [0, 了 1), w(xs 站 EE CCL0, 了 了];B8), 则 
常 把 w(x，, 让 记 为 K6D， 对 于 一 了 >0 《K 即 《4.3) 中 的 
Lipschitz 系数 )。 定 义 集合 

S— {ulue CCLO, 10]; BNC — GOs 一 sf 六 
soCy) ls SS jlss 0 SE SE i} 
则 3 是 非 空 逆 的 (因为 # 二 0 属于 3)。 
定 炙 映射 4: 
Loki 一 加 Cs — 9, tC yo) 
+ | Gr — 9, — SO*R(y, a 
HEE) = px FES 


由 训导 革 时 


4 把 5 上 且 到 8$， 注 次 到 06 So 术 0) 一 0 了 0, 有 
[AoC) — Gx ma 1) Gl —y, 71 — «Ly, 7) 


— 0) lasls < Kllvllse 
由 于 wE S， 
lolls — IG alls < lo) — Gx — ys 0) 4 oly < lolls 
ells < le x wolls + laolls € 2llwolls 


因此 
[Av — Gk wolls < 2Kiol molls < laolls 


这 里 我 们 已 经 用 到 了 : 当 *> 0 时 | gz 一 所 902y 一 1， 以 有 


2 天 四 一 1 
其 次 证 明 4 在 $S 上 是 压 纵 算 子 ， 设 ws vE S， 则 


1 .4 四 | < | GC 一 3 一 5) 补 LiCaty, $)) 
— vy, s)) Tsar < Krolutr) 一 vt)||s 
一 广 凤 C2) 一 vO) 


因为 二 一 1 ,所 以 4 在 S$ 上 是 压缩 的 ， 应 用 压缩 映 象 原理 推出 


4 在 S 中 有 了 瞧 一 不 动 点 , 即 《4.4) 也 即 《4.227 在 中 有 唯一 解 . 
如 果 对 于 YT > 0,《4.2) 的 解 在 R x [0。、 了 上 有 有 一 先 验 信 


计 
uC)lis < C 

C 只 依赖 于 ulls。 那 么 我 们 可 以 证 明 下 面 的 整体 解 的 存在 堆 一 

性 定理 . 


定理 6.4.2 设 we 了 术 0) 一 0, 对 于 YT > 0 (4.2) 的 解 在 
R x [0, 了 上 有 先 验 佑 计 . 
lisCe) ls @ Colls) 
则 对 于 YT > 0, C4.2) 在 RR x [0, 了 ] 上 有 唯一 解 
u(x 1) = Hi)EB 
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证 明 取 < 为 
Ss = {ulue CCEO, 1013B), Hale) — Ga sol 
< Chllaula), 0 Et #0} 


这 里 天 仍 是 《4.33 中 的 Lipschitz 系数 ,ea 一 > 只 信赖 于 了 了 


和 <。 

外 定理 6.4.1 知 在 及 x [0,5] 上 (4.2) 站 在 唯一 稻 zx & 卫 。 
以 必 *Y 20) £5 汶 新 的 初 值 又 可 以 用 同样 方法 求 得 在 R x [#0, 29] 
上 也 有 唯一 解 。 如 此 重复 下 去 即 可 得 解 在 R x [0， 了 7] 上 的 存在 
唯一 性 ， 定 理 证 毕 . 

推演 6.4.3 若 对 于 YT 09, 在 RX [0,T] 上 《4.27 有 一 有 
界 的 不 变 区 域 , 则 《4.2) 在 R x [0, TT] 上 有 了 唯一 解 ， 

证 明 一 定 存 在 C 之 0, 使 得 《4.2) 的 解 nt1) 

la < 拓 切 

由 本 定 埋 即 得 所 机 结论 ， 


65 评 注 


由 于 得 到 了 有 界 的 不 变 区 域 就 得 到 了 反应 扩散 方程 组 解 本 身 
的 先 验 估计 ,所 以 自从 H、Weinberger 的 文章 LWe] 发 表 后 ,引起 
了 广泛 的 兴趣， 曾 有 不 少 人 从 事 非 红 性 找 物 型 和 稀 涡 型 方程 组 的 
不 变 区 域 的 研究 。 对 应 用 来 说 首先 要 讨论 R” 中 什么 样 的 具 休 多 
域 可 能 成 为 相应 的 扼 物 型 或 猜 阅 型 方程 组 的 不 变 区 域 ， 这 方面 的 
代表 几 结 果 有 是 1977 年 发 表 的 [CC81 (已 总 结 在 J. Smoller 的 书 
[Sm] 中 ,但 是 有 了 两 个 问题 .一 个 是 Gi 是否 是 算 阵 D、M 的 无 特 
征 值 不 好 验证 : 另 一 个 是 很 多 问题 中 内 满足 弱 义 触 条 人 忻 , 妈 六 Gi ， 
1 筷 0， 但 是 由 于 物理 学 ,化 学 和 生物 学 中 提出 的 相当 一 部 分 反应 
扩散 方程 中 的 D 和 MM 是 对 角形 的 。 因 而 若 只 考 卉 从 形 不 变 区 域 的 


话 ， VC 一 《0， 了 :3 1 0) 当然 是 本 和 对 的 站 特征 向 量 ， 
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于 是 我们 所 沙 蕴 的 问题 是 否 满 足 蝇 切 触 条件 就 成 了 关键 .为 了 接 
强 急 触 条 性 减弱 为 弱 切 触 条 件 ， 在 EWe] 中 是 利用 了 存在 性 理论 
的 方法 来 处 理 和 的 、 而 在 [CCS1 中 则 引入 了 稳定 的 条 件 ,实际 上 
这 是 一 种 艇 甘于 右 端 的 连续 依赖 性 的 条 件 。 这 些 条 件 在 基体 问题 
中 也 是 难于 应 用 的 ， 由 于 这 些 原因 使 不 变 区 域 的 求 得 和 应 用 受到 
了 限制 ， 

也 有 人 对 更 复杂 的 强 精 合 的 方程 组 , 俩 如 


一 人 > grt, EMR 


i 
十 SY 到 (zy us, Cr, 1 sms TH) 
让 


(K—1,2,.'*,m) 
的 不 变 区 域 进行 过 研究 , 妈 [RW]，fLem1， 其 中 还 研究 了 抽象 
椭 风 型 方程 的 不 变 区 域 ， 在 [We]、，、[CCS1 中 还 研究 了 不 变 区 
域 是 R* 中 的 翔 凸 集 以 及 定 圩 6.2.3 中 的 一 些 条 件 是 否 是 必要 条 
等 问题 ，[Ama] 兽 利用 不 变 区 域 研究 过 一 类 方程 组 的 周期 解 的 
存在 性 . 
本 章 的 目的 主要 是 介绍 不 变 区 域 的 主要 思想 及 其 应 用 ， 有 闪 
起 作 进 一 步 研 究 的 读者 可 参看 本 评注 中 提 到 的 有 关 论 文 以 及 这 旦 
论文 中 提 到 的 各 种 文献 ， 


习 题 六 
6.1 对 Nenmann 这 条 件 情 形 证 明定 理 6.2.3。 


上 .2 证 明定 理 .3,1。 
6.3 洲 奉 带 微 分 方程 组 - 


try 


a 一 hi, es Ws 六 站 = 1 型 


其 中 1 EC'。 令 
人 
节 上 NN\ {tule = Cm, Weg HR EDS Gn 0s 


* 260 = 


G0 是 R” 中 开 集 0 到 R' 的 光 讲 画 数 ,， Ce。 证明 马 是 不 变 区 域 的 充 
机 条 忻 是 
vo + Tu, DD 
CY EdY, Wi 人 0) 


二 呈 申 明 到 


第 七 章 ”平衡 解 的 存在 性 与 分 叉 
问题 一 一 度 理 伦 的 应 用 


考虑 反应 扩散 方程 的 平衡 解 的 存在 性 与 稳定 性 时 。 我 们 可 将 
它 化 为 讨论 Banach 空间 中 算 子 方程 
Dew) == 0 
的 解 的 存在 性 与 稳定 乌 。 如 果 反 应 扩散 方程 中 包含 某 些 参数 ， 那 
么 相应 的 算 子 方程 中 也 就 含有 某 些 参数 ， 因 此 ， 我们 将 考虑 合 参 
数 的 算 子 方程 
PA, xn) = 8 
其 中 :AX Ey Es 4 是 anach 宪 | 恒 ,日 是 零 元 素 ， 
人 们 感 兴趣 的 常常 是 以 下 几 个 问题 : 
(1) 对 于 给 定 的 参数 ,方程 解 的 存在 性 与 解 的 个 数 。 
(2) 解 是 否 稳定 ? 
《3) 解 随 参数 的 变化 情况 , 即 所 谓 分 叉 问 题 . 
本 章 仅 就 方程 解 的 存在 性 与 多 解 问题 及 分 又 (bifurcation) 他 
题 作 初步 讨论 而 暂 不 讨论 解 的 稳定 性 问题 ， 
讨论 上 述 问 题 的 方法 是 多 种 的 ,例如 第 三 章 中 曾 用 上 .下 解 方 
法 讨论 了 一 个 简单 的 分 叉 问 题 〔$3.3.3) ,本 章 只 介绍 怎样 用 度 理 
论 讨 论 这 些 问 题 ,另外 一 些 方法 将 在 以 后 给 出 ， 
我 们 的 重点 放 在 摩 理 论 的 应 用 上 ， 在 引进 度 的 概念 和 讨论 度 
的 性 质 时 较 多 她 借 副 王 直 观 。 若 要 进一步 了 解 度 理论 , 可 参看 
IELQ]. 


7 度 的 定 闵 


7.1.1 有限 维 空间 中 的 Brouwer 度 
设 上 CR" 是 有 界 开 集 ,1: 上 一 R* 是 连续 晒 数 。 ?了 是 Re* 中 的 


专 调节 过 申 


定点 ,考察 方程 
f(x} # C1.1) 

我 们 将 引进 与 方程 (1.1) 的 解 是 否 存在 及 解 的 个 数 有 关 的 度 的 概 
念 。 先 从 两 个 具体 例子 开始 ,给 出 度 的 直观 背景 ,然后 引进 CG! 函 
数 的 度 ,最 后 引进 连续 明 数 和 的 度 ， 

例 1 QCR 是 有 界 开 区 域 , 鼎 射 

f(z2) :OCR -> BR? 
出 一 个 不 恒 为 常数 的 解析 函数 
fi2) 一 Hx, 9) + ivlr, 7) 

所 表示 ,其 中 zx = x 二 iy, 这 里 以 复数 代表 BB 中 的 点 。 

由 复 变 遂 数 论 中 交 Roucht 定理 知 ,车 PE1C809), 则 f(z) 一 pp 
在 日 内 零点 的 个 妾 为 


-人 -Te ds 
Zr -80 fts}—#p 


1 E 一 一 


=- eat) 一 让 十 于 | darglts) 一 六 


1 


一 二 | dargt1(s) 一 的 


一 2 [= 活 80 变化 时 , 辐 角 arg(1(x) 一 p) 的 改变 量 ] 


一 2 绕 89 一 图 时 fs) 滞 太 39) 绕 t 点 的 图 数 
例 2 Hrsy) = Cur yO > BR, fry E CN), 
OCR 是 有 界 开 区 域 。 f= tp peER, (zy ye ao 时 大 xy 
9 sp 这 时 在 99 上 每 一 点 都 有 确定 的 方向 向 量 
一 从 xz y 放 一 也 
人 lx, 9 — 2| 
其 中 1+1 为 下 中 的 寞 ， 把 方向 向 量 的 起 点 都 放 在 ”点 ; 当 【zy 和 
话 89 转 一 膨 回 到 厌 处 时 , T(x, Y) 绕 * 点 便 转 过 了 3 图， 见 2xf 


利生 首 村 


角度 。 i 为 某 整 数 , 首 时针 方 向 时 f 王 0， 否则 1 天 0 (图 7-1.1》。 


(x "1 
2 


图 ?-1.1 


a 


角度 2xf 也 是 曲线 天 89) 对 了 点 府 张 的 角度 ,我 们 可 以 计算 


Y 


i= | 过 acc 饮 A 
0 nx 了) 一身 


| Luly)— pldv Cry 7) — LvCxry y)-—p ldulr,y 
69 Lux y) — PP) 十 [etxr, y) — ps] 
Cl.2) 

其 中 二 (pi, 名) 进一步 假设 信 x,; 7Y) 一 了 在 日内 有 mw 个 零点 : 
《xi ys JCxry yD 人 一 1: 2 m), 其 中 JCY yy 是 Hr 
让 的 Jacobi 行列 式 。， 于 是 

;1 "i Cn — prado — Cv — pr)du 

: 2 1=1 J (uO— PY +t tv- py) (1.3) 
Li 是 仅 包 含 零点 Cis 擅 ) 的 小 区 域 的 边界 。 在 此 小 区 域内 J(x,y》 
与 Ka 和 i) 回 号 。 根 据 Jacobi 行列 式 的 几何 意义 ,在 变换 一 
wr y= vr) 下 ;车 7x 四 之 让 二 扑 ; 则 大) 与 Ly 有 
相同 (相反 ?的 定向 ,于 是 


1 | (x — Pdo ~ (vo — Prdu 
Bx di (xu pts oy 


. :一 gign JCxis Yi) 
因此 ,我 们 得 到 了 i 航 表达 式 《1.2), (1.3) 以 及 


1 = > signy ris 11) (1.4) 


LE 


音 了 看 十 二 


这 个 整数 f 就 是 我 们 所 要 引进 的 " 度 ”， 它 在 一 定 程 度 上 反映 
了 方程 人 xs 7) 一 了 二 上 8 的 解 的 情况 ， 

由 以 上 背景 ,我们 分 以 下 几 步 引进 玉 * 中 连续 函数 的 度 。 我 们 
以 | :| 表示 R' 中 的 模 。 

(一 ) 不 是 临界 值 时 6 函数 的 度 ， 

定义 7.1.1 若 1(*) 二 ps, 称 * 为 的 一 个 了 后 , 记 让 (Cp) 为 
于 在 总 上 ”点 的 集 台 。 

定义 7.1.2 设 f 在 吾 可 时 ， 若 *€ 可 ,Jj(x) 一 0 其 中 Jy(x) 
是 fx) 的 Jacobi 行列 式 , 则 称 * 为 了 的 临界 点 ,相应 的 f(x) 为 
f 的 临界 和 值 , 于 在 马上 的 临界 点 的 尘 合 记 为 ZY 或 Z/， 相 应 的 
凄 界 值 集合 记 为 1(21)。 

引 理 ?.4.3 设 1 在 如 可 导 ，pef(21)。 车 f!(p) 非 空 ， 则 
1 '(p) 是 有 限 集 . 

证 明 留 给 读者 ， 

根据 引 理 7.1.3, 我 们 可 给 出 

定义 TIA4 设 1€ C2), pEK680)UHKZN)。 称 整 数 

sign JiCx)C1T*Cp) 为 有 限 集 》 
df ,PP) 一 =Ef pt 
0 《ft 为 空 集 ) 

为 在? 点 关于 开 集 心 的 (Brouwer) 度 ， 

例 2 给 出 了 BR 中 ff€ CX98) 时 式 和 9 py) 的 几何 意义 与 积分 
表达 式 ,' 例 2 的 了 就 是 dCf, 0 ,了 ). 

例 3 上 出 定 闵 立 即 可 得 ， 若 I 了 是 R' 中 的 全 同上 映射 Fox 一 ms 
EE 4 沟 及 ” 中 的 定点 , 则 

1 (CpEDQ) 
A1,0,7) ~ {| en) 

C—1)" (CC~—~pEDQ) 
0 C—ped) 
1 《ze 号 》 
0 (red) 


dl, 0,p) -1 
dC 一 F,, 9, 0)— { 


中 全 站 号 中 


其 中 8 为 R" 中 的 零 元 闵 。 

《二 ) 2 是 净 界 值 时 C' 本 娄 的 度 ， 

引 理 7.1.53 设 16 CI，pEXDG) 但 pEKZ/)， 点 PP 匀 
代 82) 的 距离 记 为 ptp,1(600)), 则 3ge727) 12 一 9 过 pCPp,1C09))， 
且 当 gef(27); | 一 了 二 pip OQ)) (i = 1,2) 时 ,有 

daft, 0 49) = dj, 2, 41) 

证 明 略 ， 

也 这 个 引 理 可 给 出 下 面 的 定义 ， 

定义 7.16 设 jE CMD)， PEJ1CO0)，p€ 人 ZI)， 则 对 Y9E 
KZ ,|p 一 9| 二 plp, O90)) 时 1， 8，) 不 依赖 于 9， 称 它 
为 了 在 ?点 关于 开 集 器 的 《Brouwer) 度 , 记 为 (1, 日 , p)， 

例 4 在 瑟 ' 中 He) 一 z”， mm 为 自然 数 ，J 二 4a, 5) 包含 原 
点 ; 求 dj, J 0). 

解 fs 二 0 有 唯一 和 解 x 二 9, 即 f 了 有 鹰 一 去 点 x 一 0， 当 
开 夺 1 时 ,x 一 上 了 是 了 的 临界 点 ,fC0) 一 0 是 临界 值 。 对 Ye, Ee 之 
mint | fC0}| ,1f(5)|) ,考察 方程 

i(x) = 


当 m 为 偶数 时 , 荐 6 > 0, 有 两 个 解 ， 一 Ve,* 一 一 Vs， 
sign f(a) = : 
sign 大 xz = —1 
车 8 二 0 则 无 解 . 民 世 ， 
成 fy 0) = dlf, J1; 8) 一 0 
当 关 为 奇数 时 ,方程 有 唯一 解 属 一 Vs ， 
sign f(x)— 1 
因此 
df 1 0) = Hf, Js 一 1 
《三 》 连续 施 娄 的 度 . 
连续 函数 了 可 用 C! 中 的 函数 来 源 近 ， 所 有 充分 接近 了 的 C 
锁 数 又 有 相同 的 度 ,因此 可 用 它 来 定义 连续 函数 f 的 度 . 


下 是 咎 上 而 二 


引 理 7.47 设 fe Cty),， PEAOQ)， 及 设 EC | 一 

fillam < pps KEDDO = 1,2). M peEfAO0)G = 1, 2), B. 
fs ,Pp) 一 dat, H， p) 

其 中 1 v5) 表示 CC 空间 中 的 模 。 

证 明了 略 ， 

定义 71.8 设 je CC 可 ,pef(909)， 则 对 Yge CXQ) 满足 
lf 一 gills 之 plps 160)), dg pb) 不 依 豆 于 Be 称 它 为 1 在 
? 点 关于 开 集 的 (Brouwer) 度 , 记 为 尺 1, 2, 7?)。 

二 面 的 讨论 适用 于 任意 有 限 维 线 性 鼎 范 空间 。 


7.1.2 Banach 空间 中 的 Leray-Sehauder 度 


设 E 是 Banach 空间 ,8 是 中 的 有 界 开 集 , 了 :如 一 是 紧 
算 了 于 。 现 在 我 们 将 对 出 一 了 一 F 引进 度 的 概念 ,其 中 了 是 EF 中 航 
恒 同 竹子 。 互 中 的 范 数 记 为 上 十， 

我 们 由 以 下 几 步 来 实现 这 一 目的 。 

(一 ) 在 吾 上 了 可 用 有 限 维 空间 中 的 紧 算 子 来 任意 通 和 近 ， 

引 理 7.1.9 ve > 4, 存在 有 界 韦 续 算 子 Fe: 吕 一 Eee)， 使 
得 8; = 0 站 EN 非 空 旦 

gz 一 Fi <e (Ce 站 
其 中 Er 是 五 的 有 限 维 (CYCe) 维 ) 子 空间 ， 因 而 F, 在 名 上 是 
紧 算 子 ， 

证 明 因 PFC5) 是 列 紧 集 , Ye > 0, 存在 元 素 nz,--… :使 

得 对 每 个 weE FC), 至 少 对 某 个 5; 习 一 二 | 二 ee。 令 


pu — DY nbn/ > ae (we FOE)) 


其 中 
mny) = | — fmml 《ls 一 2 到 人 


0 Cs 一 sll > 6) 
显然 P; 连续 且 


* 昌 


Pal < magfjaa il | Cu€ FCOY) 
到 在 FCL2) 上 有 界 . 疡 的 值 域 属于 由 {m4 was as 张 成 的 有 
限 维 子 空间 EN 3, 其中 w* 是 如 中 的 某 元 素 , 因 而 0, 非 空 。 


令 下 一 PR 则 Re-BEo 是 有 和 恰 连 续 的 ,因而 是 紧 的 
且 


和 Fa 一 Finll 之 [> wCFCO] 


-|> pu FC FCN) 一 “J <e (xé 下 

证 毕 。 

《二 ) 定义 有 了 眼 维 过 近 算 子 驯 ,二 了 一 FR, 的 度 . 

5l 理 ?7.1.10 设 MCE 是 有 界 闭 系 ，F:M -> EE 是 紧 算 子 ， 
P= — FF, pepCM), WM 

族人 一 他 一 站 > 0 

证 明 若 不 然 ;内 | Du € M， Pw, 一 了， {ua} 是 有 界 集 , 故 Fu 
是 刚 时 集 , 不 妨 设 Rav 一 vv， 于 是 ww 二 和 ss 十 Faun 一 十 vw,(P 十 
5) 一 FtP 十 0 一 p。 这 里 p 十 vv 是 不 了 MM， 中 为 村 是 闭 的 ， 这 
表明 p€ PLM), 与 假设 广 盾 、 证 毕 . 

由 引 理 7.1.10 知 , 车 PE8C80), 则 it Hou 一 站 一 和 之 0， 
对 Ye ,0 之 8 所 页 ,存在 紧 算 子 FR.:0。 一 EM 其 中 BV 包含 p 
而 且 

Es 一 Full <s 《re 总) 
于 是 we D8。 时 
1@s — pl 2 Gu — pl — lBs — Dsll> he 0 

因此 可 雇 定 浆 Brouwer 度 或 中 站， 疡 )。 

三 ) 有 限 维 逼近 算 子 由 的 度 dg 2 P) 是 常数 . 

引 理 7.1.iL 设 0 二 过 5 夺 辐 。 相应 地 有 紧 自 子 

了 FE 一 EWN, [Fw#— Pet < e CuE OY) 


= 过 在 呈 。 


B= Ps ,= ON BM 
出 
dD, Ose, PY 一 ADs, Oo, PY 
我 们 可 利用 Brouwer 度 的 性 质 来 亚 明 这 个 引 理 ,将 在 下 一 节 
给 出 这 个 引 理 的 证 有 明 ， 
定义 7.1.12 设 p(B8), 则 当 


0 < hh = inf | 有 ss 一 证 
和 三 圾 (本 ) 


针 式 旬 9， gs 了》 为 淄 数 , 称 它 为 名 在 ?了 扣 关于 开 集 避 的 (Leray- 
Schauder) 度 , 记 为 d(@D, 2p 
例 3 按 定义 容易 证 明 如 下 的 Leray-Schauder 度 
1 (ppEQ) 
0 (peEd) 
1 me) 
0 (aoc 
其 中 Fe 一 ma 为 中 的 某 元 罕 ，68 为 中 网 等 元 未 。 


a1, 9, 9)— | 


dl — Fs, 0, 0) -1 


7.2 度 的 人 性质 


设 EE 是 Banach 空间 , 8CB 是 有 界 天 集 。 若 玉 二 Em" 基 
维 的 , 9; 避 一 E" 有 是 连续 算 子 若是 无 穷 维 的 , 中 一 上 一 下 其 
中 F: 上 > 囊 是 紧 算 子 。 只 要 KBK8G)7， 均 可 定义 以 0 0, Pp). 
本 市 考虑 度 的 一 些 性 质 ， , 

对 于 Brouwer 度 的 性 质 我 们 不 散 严 格 证 明 , 只 利用 E: 中 CC? 
函数 加 以 说 明 ,以 便 理解 这 些 性 质 。 对 于 Leray-Schauder 度 的 性 
质 , 可 以 通过 通 近 算 子 的 Brouwer 度 的 性 质 而 得 到 ， 

《一 ) 度 与 方程 解 的 存在 性 . 

定理 7.2.1 设 d( 中 , 曲 ，p) 志 0, 则 名 rw 一 在 上 内 存在 解 . 

在 民 中 , 若 四 Cx,y) 于 CuCxoy) ,0x YE CD dD, 0 ,9) 
由 《1.2) 式 给 出 ， 花 宇 龟 上 利信， 条 pp Pp))}， 则 由 


”了 全 


Green 公 忒 得 
dF Op) = 


(wu— Pdv— (vO— fh du 


1 
Ix js, 《一 六 于 十 《ee — py 
时 对 


二) 


其 中 r= 一 所 十 (一) 

车 已 证 明 对 Brouwer 度 定 理 ?7.2,1 成 立 ， 刚 易 证 对 Leray- 
Schauder 度 , 定理 7.2.1 也 成 立 ， 

车 拭 B， 则 由 引 理 7.1.10 知 , 员 一 inf Bw 一 志 汪 0 当 0 导 
8 Yn€ 0, 
en 一 站 Ds OC— pH Olen OO— ue20 
风 pF@A0O)， 于 是 抽 加 ,sy 加 ,PpP) 二 0， 再 由 度 的 定义 得 
dD Op) dD,, Oo P= 0 

《二 ) 度 对 区 域 的 可 加 性 , 

定理 7.2.2 设 Q 是 有 和 寞 开 集 , 8 一 拉 U9， 人，2; 是 0 的 
不 相交 并 子 集 ，pE@B(89;) (i = 二 1, 2), 册 

dB 0) = dB OP) + dD, 0,, p) 

在 理由 ，BCxy) 一 (zxry yy8x yy) 车 串 ，92: 无 公共 
达 界 (如 图 7-2.1Ca))、 则 

dB, OO, PY 


1 | [u(x y yO— pp]drtr, y) — [vxsy) CO— pyldmt x y) 
| LunCx, y)》 一 右上 十 [ory y) OO— pT 

1 1 1 
加 二 十 


2 并 区 - 
一 dp, Ra, Pp) 十 MHD, Os Pp) 
若 和，Q: 有 公共 边界 《图 7-2.1(b)), 则 的 边民 就 不 含 这 段 丁 ， 
但 在 88， 与 99， 上 的 积分 相 加 时 公共 部 分 则 好 相 消 ， 
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he 


El -2.1 


现在 利用 Rrouwer 度 对 区 域 的 可 加 性 来 证 有 明 Leray-Schauder 
度 对 区 域 的 可 加 性 . 
注意 9 有 C909.l828;， 存 在 思 沁 0， 使 得 
1 有 xz Cp D0, UD0,) 
对 任意 和 二 EE 委员, 可 作 EN 及 人 二 1 一 下 的 有 限 维 遂 近 算 
子 B 一 了 一 了 。 于 是 PB.(006), PEDIOQ,) (1 一 1, 2)， 其 
中 ,一 0NENDI， 0 一 Qj 个 EV ,显然 
局 一 DU DB., Qf Ds = 
出 Brouwer 曲 对 区 城 的 可 加 性 得 
dDe, Dey PY 二 
由 度 的 定义 
dB, 0, PY) = dh., 0.,, pp) 
dp 0,, P) 一 dt 中;， diss p) 
(i = 1,2) 
最 后 得 到 
dB, 0, PP) = dB, Ob) + dl, 8, p) 
《三 ) 度 的 同 伦 不 变性 . 
更 考 窗 售 实 参数 1 的 算 子 名 ,, 若 在 有 限 维 空间 E” 中 ， 我 们 
PD:oO x fa, bt]j— E" 
是 连续 的 ，0CE” 是 有 界 开 集 。 若 在 无 穷 维 Banach 空间 互 中 ， 
效 是 假定 外 二 一 FF， 
一 下 


s #11" 


是 泽 算 宇 ,， CE 是 有 界 开 集 . 

在 紧 性 和 的 判断 中 下 面 的 引 理 是 常用 的 : 

引 理 7.23 设 :HX [oa,58] 一 满足: 

1” 对 每 个 4E le, 5], :8 一 是 紧 算 子 ， 

2° FF, 关于 iE La, 五] 对 HED -一 至 连续 , 即 对 YAo EE [eb], 
35 = CA) > 0 当 4E Lay 8] 4 一 | 之 时 对 一 切 WE 对 有 
[Em — Fin < 则 

Fd Xx 1a, 1—>FE 

是 紧 算 子 。 这 里 Xx [eo,; BJCE XX [ob], EX[a,bl 为 Banach 
空间 ,其 中 元 素 的 范 数 Cx, 2 二 lz 十 131。 

证 明 贸 给 读者 或 参见 {LQ, p.821. 

推论 7.24 设 fF:2 -> 是 紧 算 子 , gC E Ce 51,R) 则 
gCX)P:OX [ee,bl~ 6 是 类 算 子 ，。 

下 面 讨论 度 式 匀 ,8, p) 与 4 的 依 整 关 和 未， 

定理 7.2.5 若 PEBIas (O90) (CR aEla, bl], wEoQ 了 时 Dn 
< p), 则 

dD gb 一 常数 (4€la; 65]) 

在 瑟 中 由 度 的 吏 分 表达 式 知 ， 克 Go 号 ，2) 是 4 的 连续 范 
数 , 取 整 数值 。La, 6] 上 的 连续 了 藻 数 ,车 取 整 数值 ， 则 必 鸭 常数 ， 
故 忒 四， 昌 ; 庆 ) 为 常数， 

现 设 对 Brouwer 度 定理 7.2.5 成 立 。 因为 9 Xx [sg 是 
E Xx [a, 5] 中 的 有 界 诸 集 , 当 16[cy 58], nt 90 时 Dn# 半 pj， 出 
引 理 7.1.10 知 ;加 二 in{f {Bw|nE 90, 4€[es 65 > 0 对 0 
E 妇 抽 , 存在 紧 算 于 Fic:9 X [ae 581 -> E353, 使 得 

(Fn — Fm Ee Cn, 2 EQ xX Loa, £1) 
《与 引 斑 7.1.9 类 似 可 证 )， 相 应 地 令 中 一 了 一 下 ie 则 当 %E La> 
#581, EDD, Hw A ps 因此 对 Leray-Schauder 度 
dD OP) = A Os P) = 稍 数 

还 可 考虑 更 一 般 的 情形 , 即 定义 域 也 随 参 数 4 谍 变化 ,我 们 狼 

述 以 下 定理 。 


四 是 了 章 所 


定理 7.2.6 设 避 % 是 瑟 XLo:8] 中 的 用 界 开 集 ,FI:Gs 一 下 是 
期 算 子 ， 记 恕 : 一 {ln| Cn, 4)E OQ}, 若 当 46 [Las 8] we De 肘 
Bin Se pMN 

dP) 一 常数 (XE [a 5]) 

定理 7.2.5 和 7.2.6 指出 : 只 要 由 与 定义 域 Qi 随 2 变 化 的 过 
程 中 ,69, 的 象 点 总 不 与 ?点 接触 ， 则 在 点 的 度 保持 不 变 。 它 
们 所 指出 的 度 的 这 种 性 质 称 为 同 伦 不 变性 ， 

《四 ) 度 的 边界 性 质 . 

定理 7.2.7 设 peDCB90) (i 一 0,1), 若 当 ww&€ 380 了 时 中 一 
Bw 

dD OO, P) = dB, 0, p) 

证 明 令 久 二 14 十 (一 8, 其 中 EE[0,1]。 当 +€ 

[O01] we dQ 
Dn = Dn eH 
由 间 伦 不 变性 得 
dD 日 , ?) 二 常数 


dD QO, Pp) = dD,, 2, P) 
“五 ) 吞 点 和 它 的 指数 。 
定义 7.2.6 车 teED，gm = 日 称 罗 为 年 的 奇 点 或 零点 ， 若 
有 zw 的 菏 邻 域 |w 一 如 | 三 8 履 于 名 ,; 除 加 外 ,下 无 前 点 ， 则 称 mm 
是 更 的 扳 妇 天 扎 。 
在 E 中 ,我 们 记 Dee 一 人 la 一 加 志 引 ， 它 是 以 jo 为 
心 ， 8 为 半径 的 开 球 , 又 记 Us 一 Us(9). 
引 旭 7.2.9 设 知 是 外 的 孤立 南 瓦 ， 当 weE Uw 村 
De = 9, MIN Vre (0 8), 
dF, 也 Ca 0) 一 常数 
证 朋 设 0 所 名 所 三 过 8, 以 下 简 记 Ur 一 UrCwo)， 则 
Ur = Ur UU NU,, 


s 巡 有 世 赤 


Demo-= 切 
《图 7-2.2)， 于 是 
dt, Ur 9) = dl@, Us,,, 0) 
十 dB, Ur NU ,0) — dD, Ur 0) 


CR 


图 7-2.2 


定义 7.2.10 设 sw 是 名 的 孤立 奇 点 ( 当 w€ Data 时 
名 wr 夺 0) ， 则 和 dD, Uwo), 日 ] 《其 中 0 <r < 为 年 在 细 的 指 
数 , 记 为 1 )，, 或 简 记 为 i(n0). 

定理 7.2.11 设 Fept89),B 在 名 内 有 有 限 个 本 太志 3 玖 ，* "> 
is 则 


dD, QO,0) 一 > itwis DP) 


证 明 留 给 读者 . 
六 ) 高 维 空间 中 的 Brouwer 度 转化 为 低 维 空间 中 的 Brou- 

werf 度 , 

为 了 强调 空间 的 维 数 mw， 有 时 在 度 的 记号 中 加 上 一 :个 下 标 w 
加 E” 中 的 度 记 为 d5(1, 9 ,2)， 

定理 7.2.12 设 w 过 1 BE* 为 E! 的 子 空 闻 ，8 为 上 中 的 有 
算 开 靠 , 了 :而 一 E” 注 续 . 叉 设 1r) 一 x 一 F(x), PE E00)， 
如 ,二 占 几 EE" 半 多 在 如 NE” 上 的 限制 记 为 3， 则 

df,0, 7) = dF, Qn, P) 

证 明 对 feE 0! 给 出 证 明 , 不 妨 设 P 椒 是 了 的 临界 秆 。 显 然 

EJCB0。.)， 若 x&0 使 得 1(x) 一 py 则 x 二 pp 十 FOX)E EE” 于 
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DI{z) = (~ py ey) 


其 中 Df(x), DF(x) 分 别 是 了 了 在 * 处 的 导 函 数 ,11-。 是 E'"" 中 
的 恒 同上 映射 。 由 此 可 见 P 也 不 基站 的 临界 值 ， 当 x EE 站 !(p) 时 
sign jCx) 一 sign iCx) 
df QP)— 2 signjJrfs) 


rE lip) 


一 之 ) signjifz) 
rEF lp) 
= d(C, 0., P) 
证 毕 ， 
现在 利用 定理 7.2.5 和 7.2.12 证 明 引 理 7.1.11。 
EN 和 EW» 可 能 不 相 包 含 ; 但 总 可 取 和 包含 它 们 的 EE 的 有 限 
维 子 空间 E'。 令 昌 , 一 8 门 8'。 下 面 分 两 步 ， 
先 令 名 一 496 十 (1 一 4)6,,, 当 4€[0, 1], xE O09, 时 
[eax — pl 2 Pr 一 训 一 上: 一 Dxl 
> Dx CO— pi ilFr— Fxl 
一 《1 一 49 Fe x 一 Fx| 
六 一 46 一 {1 一 14Ys, 守 0 
由 同 伦 不 变性 得 
人 和 Qi, P) 一 AAD,,, 1, p) 
然后 ,直接 由 定理 7.2.12 得 
dD,, O,, py 一 dP. ,9,， p) 
证 毕 。 


7.3 Leray-Schauder 诬 的 计算 


为 了 有 效 地 利用 度 理论 ,必须 解决 度 的 计算 问题 。 


+* ZFF 二 


已 经 凑 道 
dl 0,p) 一 { Ce 
令 Fos 一 tw 为 某 固定 元 素 ， 
a 一 Fs 0)0) = { Ce 


本 节 进 一 步 对 某 些 特殊 的 紧 算 子 给 出 计算 度 的 方法 . 


7.3.1 Schauder 不 动 点 定理 


定理 7.3.1 (Schauder 不 动 点 定理 ) 设 召 是 EE 中 的 闭 出 集 ， 

int 训 二 避 ,F 是 避 上 的 紧 算 子 , FC89)C 坟 日; 则 
df — F,0,0=l1 

因而 在 8 内 存在 三 的 不 动 点 。 

为 证 明定 理 7.3.1 先 引述 凸 桌 的 一 个 性 质 . 

引 理 7.3.2 设 U 是 EE 中 的 凸 集 , wo intU, 抽 E30。 基地 一 
mm 一 #0) 十 hs mm 1， 则 456。 

引 理 7.3.2 是 十 分 直观 的 ( 见 图 ?7-3.1), 可 用 [GZF, Pp.185; 定 
理 3] 来 证 明 , 但 这 里 酷 去 这 个 证 明 。 


于 


加 7-3.1 
证 明定 理 7.3.1， 
取 wwE， 令 
Bu no 0) + C1 no Fn) 
— wl NF i 
显然 , 汝 一 0,1 yn€ O09 Bin 二 8. 进一步 证 明 当 1€ (0,1),w€ 
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890 时 dg 三 8。 若 不 然 。 E00,1), £800， 
下 一 四 《一 一 了 一 
即 


- Ca — Ho) -FF to = Fah 
一 所 


这 里 一 一 > 1, 由 引 理 7.3.2 知 ,| 


1 一 有 


1 ! Cin 一 1 十 je, 但 


FreE 吕 .这 便 矛 盾 了 。 因 此 ,由 同 伦 不 变性 得 
dl — FO, 0 = dB, 0, 0 = dD, 0,0) 
— dl—F.,0,0)=m=1 
证 毕 。 


7.3.2 奇 算 子 的 度 


定义 7.3.3 EE5 中 点 集 9 关于 原点 是 对 称 的 ， 车 wE 马 必 有 
一 #€ 品 。 定义 在 关于 原点 对 称 的 0 上 的 算 子 多, 称 为 奇 算 子 ， 若 
Pl) = 一 下 一 (we on) 
蜡 然 ,了 一 1 一 下 是 帝 算 子 , 即 F 是 奇 算 子 .关于 奇 算 子 的 度 
有 以 下 性 质 . 
定理 7.3.4 设 0，9* 是 5 中 关于 原点 对 黎 的 有 界 开 集 ，F: 
总 -> 互 是 紧 的 奇 算 子 ,m 一 了 一 下， 若 并 0@C608), 则 
碟 币 只， 一 dP, 0*, 0) 
定理 7.3.3 设 Vr 蚌 EE 中 以 原点 为 心 , 半径 为 R 的 开 球 ，F: 
了 ~> 王 是 紧 的 奇 筑 子 。 若 EBCOU8), 则 
dl, Ukr, 9) 轩 填 奇数 
我 们 不 证 明 这 两 个 定理 ,只 说 明证 胃 的 思 有 跑 : 
《1) 先 对 Brouwer 度 证 明定 理 7.3.4 和 7.3.5。 
对 于 C1! 前 数 , 当 96 不 是 临界 值 时 可 坪 接 计算 Jacobi 行列 式 
而 得 证 ,》 
《2) 对 于 无 穷 维 情形 ,能 证 明 可 取 有 限 维 通 近 算 子 Ps 是 译 算 
子 : 利 用 度 的 定义 就 转化 为 有 限 维 情 形 。 
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7.3.3 ”线性 紧 算 子 的 奇 点 指数 

设 瑟 是 实 Banacn 空间 ，4:E 一 上 是 紧 线 性 算 子 。 对 生意 
及 >>0, 台 一 1 一 4 存 Ur 是 疝 牌 子 。 车 1 不 是 A 的 特征 值 , 则 
8 是 外 的 唯一 坷 点 ,于 是 

i ,十 ) 一 dP ,Ur, 9) 一 奇数 

下 面 利 用 4 的 特征 值 求 出 这 个 宕 点 的 指数 ， 

根据 紧 线 性 算 子 的 Riesz~Schauder 理论 , 4 的 特征 全 《使 
Aw 一 in 有 韭 零 解 的 4) 至 多 是 可 数 集 , 没 有 零 忆 外 的 极限 点 ,对 
每 个 4 的 特征 值 1, 不 变 子 空间 


EL U tu CA— 1 — 0} 


的 维 数 有 限 , 称 为 特征 信 4 的 重 数 。 
4 的 所 有 大 于 工 的 特征 值 2 对 应 的 下 的 直 和 记 为 总 则 所 
扔 是 4 的 不 变 子 空间 ,又 存在 4 的 不 变 字 空间 束 ， 乌 由 及 一 6 
且 
五 一 EDE, 
定理 7.3.6 设 4 是 紧 线 性 算 子 ， 不 以 1 为 特征 值 ,所 有 大 于 
1 的 特征 忆 的 重 数 和 为 了, 则 
(81 ~ AY = dT ~ AsUrs BV = CC—1Y 《3.13 
证 明 ”对 Yux€ 可 唯一 形成 
nm Bw 
其 中 久 是 8 维 的 ， 令 
Duo 2 mt id Hn, 1) 
其 中 
Hwy 1) = 2(1 — tn TT dn 
当 1€ 10, 1], WE 9Ug 时 Dw 9。 若 不 然 , 则 存在 
n= me Ur, tE [0,11 
使 得 
【2z 一 lm 1dAdm= 0 C3.2) 


二 了 日 = 


wm 一 了 一 日 C3.3) 
当 1 二 0 或 1 时 ,由 (3.2) 和 (3.3)， 显然 妇 一 9， 由 一 0， 与 


一 二 十 到 Ur 府 慎 .和 teE (C0, 1) 时 二 一 二 1, 于 其 由 (3.2) 


及 名 的 定义 得 加 二 9 由 (3.3) 得 坟 一 日 ,也 与 # 一 十 wy&€ BUD 
薄 置 。 因 此 ,出 同 伦 不 变性 得 
dt — Ay Ury OY = dB,, Up, OY 
一 dtD,, Ux, B) 
念 TJaw 一 坷 ， 风 
一 
亢 
8 一 一 275 十 了 
根据 度 有 的 定义 
dp, Urs 0) = A -21s Ur, OY) 
= d(—I1sy UrNB, 0) = (—1Y 
因此 《3.12 成 立 。 证 毕 。 


7.3.4 可 导 紧 算 子 的 奇 点 拱 数 


设 互 是 Banach 空间 。 对 于 可 导 紧 算 子 ,我们 可 以 通过 它 的 
导 算 子 来 计算 原 算 子 的 丽 立 褒 点 的 指数 ， 
定义 7.3.7 设 有 算 于 F:E 一 E， 若 存 在 有 卉 线性 算 子 4: 


五 一 使 得 
Bim PCao 十 An} — FO) — AAn| 8 
和 aall 


则 称 F 在 # 二 mw 可 导 ;4 是 Ff 在 志 的 导 算 了 , 记 为 
DF(w) 一 A 或 Fu) = 4 


例 设 KG zw)， 全 在 0 < 1 所 1， wi 所 a 上 连续 ， 
Bs 是 C10, | 中 的 闭 球 [el 过 sz， 易 知 
FCny) 一 | Klsy ts NCA YA 


和 S 总 ?全 严 


是 定义 在 B, 上 的 紧 算 子 。 现 再 证 对 Yu Ee Bs F 有 导 算 子 : 
Ax = | 已 KC, 1, wei ueds 


证 明 
HFC, + Aw 一 FO) 一 AAsll /Ad 
一 Aw- | LRG rp we) + AuC)) 
一 Kts, t, molt)) 
一 扩 Ks 1 Wor) A we) Jasl 


由 微分 中 全 定理 及 3 的 一 致 连续 性 可 得 


lim THFCw 十 AW) — FO) 


| 站 -站 
~ Aanliliasll] = 0 
因此 得 结论 ， 

显然 ,此 例 中 导 算 子 也 是 紧 的 , 现 证 一 般 结论 ， 

引 理 7.3.8 若 王 是 紧 算 子 , 则 它 的 导 算 子 坦 是 紧 的 ， 

证 明 设 上 在 大 的 导 算 子 4 不 紧 ， 则 对 B 中 的 单位 球 DT 
ACU) 不 是 列 紧 集 ， 一 定 存 在 荣 56 六 0;A(LUL) 不 存在 有 限 &% 网 ， 
于 是 存在 Awe Di 使 得 

AAs — 4 本 人 
(Ciej i f= 1 2 3 
得 可 导 的 定义 知 ,， 引 5> 0， 当 Aull 二 6 时 
IFCw* + As 一 到 (ay 一 AAnl < A 
恩 直 
HPCn* 十 SA) 一 下 (ae + BA 
eAAw OO— 4 人 | ~— PECu® + FA) 
一 下 Ca] 一 A8Aul 
— |FCw* t BAW) 一 下 (as) 一 ASAuil 


» 2280 = 


> 全 全 1 7 一 1, 2, 3 ) 


-由 此 可 知 
Fin* 十 Bhan), 再 (CR 十 有 和 
中 不 能 选 出 收 敏 的 节 列 ,与 己 的 紧 性 入 盾 。 证 毕 ， 
现在 利用 导 算 子 判断 可 导 紧 算 子 奇 点 的 孤立 性 并 计算 它 的 报 
数 。 
定理 7.3.9 设 疡 是 实 Banach 空间 EE 上 紧 算 子 ; 有 中 一 了 一 了 
似 和 为 奇 点 , 万 PFKnwo) 二 4 不 以 1 为 特征 值 , 则 
1” zw 是 史 的 抽 立 闪 点 ; 
2 to 的 指数 
尺 Wo, = 1 
鞭 中 上 是 4 的 大 于 1 的 特征 瘟 的 重 数 和 ， 
证 明 因 DBka) 一 1 一 A, 所以 
Dn) = CT ~ A — 0) + RO — 0) 
Rw — 10) = oy — voll) tw wo) 
A . 
DA = To AN i) RCH — #0) (1€10,11) 
fw 一 1 时 sw 一 An *e 8, 由 4 的 紧 性 ， 


， inf xO— Axl|l= a 0 
和 |= | 


于 是 ,对 Wy 2 ips 


HW 一 一 My x i | n 
[a 人 am 人 “并 一 tf 上 


EL 
I Co A Oo— nd)! lls 一 woll 


骨 可 导 性 ，35> 0, 当 x 一 wl 二 5 时 
RC# 一 wo) < = hs 一 sl 
于 是 
,CD Sf CO A OR 一 2 吕 
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之 二 一 ml 


出 下 得 加 是 事 区 了 绵 空 奇 点 ,上 且 由 同 伦 不 变性 得 
do,, UsCao), 0) = 党 狂 


mos BY) 一 dD, Uslwo), 的 
= d(D,, Ust so), 0) 
一 -一 4,，Vst6) ,8) 《平移 时 度 不 变 ) 
一 并 9 了 一 A) = (—1) 
证 毕 。 


7.3.5 渐 近 线性 紧 算 子 的 奇 点 指数 

定义 7.3.10 设 是 上 的 其 算 于 、 阁 存在 上 的 有 界线 性 
算 子 A 使 得 

llFa — .| 
TPR， | 

则 称 王 为 总 上 的 断 近 线性 紧 代 子 , 4 为 三 在 无 穷 远 处 的 导 算 于, 记 
为 DPCoo) = 4 

引 理 7.3.11 设 F 是 上 的 浙 近 线性 紧 自 子 ，DF(co) 一 4， 
则 4 也 是 紧 算 子 ， 

证 明 ”与 引 理 7.3.8 和 时 证 明 笑 亿 ， 

定理 7.3.12 设 下 是 实 Banach 空间 互 上 的 渐 近 线性 紧 算 子 ， 
DF(co) 一 4。 若 1 不 蚌 4 的 特征 值 ， 则 存在 常数 R, > 0， 当 
R 守 Rs 时 


一 心 


dT — FF, UnCO), 0) = 《一 134 
其 中 8 是 4 的 天 于 1 的 特征 第 的 重 数 和 ， 
征明 ”由 于 DF(co) 一 4, 所 以 
Bl# yn Fil) ~ sy — An ROn) 
Rin) = olllally Cl -> 二 ce) 
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PA 一 此 一 -2 一 下 民 ( 
由 于 3 沽 0 对 Ya 关 日 ln 一 4 之 al 对 下 = 习 R > 0， 
当 只 六 Ri 时 
IReaDl < ll 


所 以 当 守 Ro,， szE[0,1] 时 
,ll 尘 ln > 0 


由 同 伦 不 变性 得 
dB, UA), 8) = dD,, Ur), 0) 
a 
dT — F, Ur(O},0) = dl — A, ER 0} 一 C—1Y 
证 毕 ， 


7.4 度 理 论 的 应 用 一 一 半 线 性 酉 圆 型 方程 
边 值 问题 解 的 存在 性 


本 节 将 用 度 理 论 讨论 边 值 问题 
fe + ctx)w = fry#) (xED) (4.1) 
wo gtw) (yc ao) 
解 的 存在 性 ,其 中 工 , 8 ca) 尘 0，gLx)， 开 x ,Wu)》 满足 第 三 全 
的 条 件 ， 
设 五 是 Banach 空间 。 利 用 度 玲 论 证 明 E 中 算 子 方程 


Fu 二 nO Tw C4.2) 
解 的 存在 性 时 ,常用 如 下 定理 . 
定理 7.4.1 设 算 子 方程 
POs = # OO— TA C4.3) 


宰 足 以 下 人 条件 : 
1 了 (ts[oe。. 6] x 一 5 是 紧 算 子 , 
2° 对 一 切 1E [a, 5]。 存在 常数 对 > 0。 方程 (4,3) 在 球 


+ 卫 从 地。 


面 8Uy 无 解 . 

3° 存在 某 ioc La, b], d(C PIN), Cir， 0) = 0. 《如 事 ( 和 07 一 
日 只 者 有 限 个 孤立 解 其 指数 和 不 为 畦 ， 或 了 (ha 司 to 二 是 某 个 
元 素 . 此 时 Gao)x 一 上 有 唯一 解 ww。。 其 指数 为 1,) 

则 对 任意 4e [a,8],(4.3) 在 Un 内 有 解 . 

证 明 ”由 同 伦 不 变性 

dp) Un B) = d(T), Uy 0) ED 

(ie [os 51》。 因此 8(1Dw 一 日 在 Tu 内 有 解 . 证 毕 . 

该 定理 给 出 的 方法 是 :引进 一 个 同 伦 场 ( 合 参数 的 算 子 方程 )， 
拒 原 问 题 与 已 知 其 度 不 为 零 的 特殊 场 连 接 起 来 。 为 使 这 个 同 伦 场 
的 度 在 某 球面 上 有 意义 ,必须 对 解 做 先 验 估计 ， 

为 把 上 述 原 理 用 于 边 亿 问题 4.1， 首先 要 选择 适当 的 函数 空 
间 . 于 此 空间 中 把 《4.1) 化 为 算 于 方程 (4.2)， 

我 们 还 假定 ， 当 xs 关上 时 边 条 件 中 的 #4w) 兰 0. 

对 任意 w€ CCDYnE LAD), p> 1). 

人 ctr= 戎 


By—g 
有 唯一 解 we Cre(9)(zE WD)), 记 为 
v= An 
引 理 3.2.3 指出 , 4 是 紧 算 子 。 
令 

Fn) 一 Hx, #) (4.4) 
将 (4.1) 改写 成 

中 一 .Pay 一 日 (C4.5) 


引 理 7.4.2 车 wut2}) 是 C4.) 在 Ct8) 中 的 和 解 , 则 xs) 是 
《4.1) 的 古典 解 E 9E C9), 
这 个 引 理 的 证 明 由 读者 自己 完成 . 
现在 引进 合 参 数 : 的 算 子 方程 
# APH) = 0 (C4.6) 
等 价 于 
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ey 十 ctei 一 天 wa CrE DY) 
Bu 一 人 (xE DO) 
其 中 t+€ [0, 1]， 我 们 可 得 

定理 7.4.3 设 存在 常数 时 > 0, 使 得 当 ze 10,1] 若 (4.7) 有 有 
解 # 时 必 有 jal 三 可, 其 中 由 -是 CC8) 中 的 范 数 ， 则 (4. 了 0) 在 
在 解 w(w) CT°( 0 ). 

证 明 在 EE 一 C(8) 中 考察 (4.6), 则 有 

1 AiF:[0,1] x 一 上 是 紧 算 子 ; 

2° 对 一 切 r€E [0, 11, 方程 (4.6) 在 球面 8Uw 无 解 ; 

3° 二 0 时 《4.6) 有 了 叭 一 解 # 一 如, 其 指数 为 1 因此， 白 
定理 7.4.1, 对 任意 1€ [10,1],。 (4.6) 在 Um 内 有 和 解 。 特别 是 当 
z 二 1 财 , 即 (4.1) 存在 解 #(x)€ CW )。 证 毕 . 


C4.7) 


7.5 度 理 论 的 应 用 一 多 解 问题 


7.5. Banach 空间 中 紧 算 子 方 程 的 多 和解 问题 


设 王 为 Banach 空间 ,了 : 王 ~ 五 为 蜂 算 子 .。 令 四 一 工 一 了 
我 们 讨论 算 子 方程 


Pn=un— Tum—0 5.1) 
的 多 解 问题 . 
引进 含 参数 : 的 算 子 方程 
人 (5.2) 


其 中 T:[0,1] x E> 上 是 紧 算 子 。 而 且 当 1 二 1 财 T 一 工 . 

定理 7.5.1 假设 7 了, 满足 以 下 条 件 : 

1 存在 训 记 0。 对 WiEf0,1], 车 (5.2) 有 和 解 , 区 和 el< 
Mi, 

2? 存在 有 界 开 凸 集 了 ,使 得 TY)CV, 且 GeV. 

3 存在 5> 0, 使 得 UODNF= $8, 当 1€ [0,1] 时 (5.2》 
在 上 st8) 中 无 非 霉 解 . 

4° 了 ,是 零 算 子 ， 
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则 《5.1) 至 少 存在 两 个 非 零 解 。 
证 明 ”出 假设 2° 及 Schauder 不 动 点 定理 知 。 在 了 内 《5.1) 
存在 一 个 人 非 零 ) 解 。 且 
dD, V0)=1 (5.3) 
弄 假设 1° ,存在 球 Ur 一 Usa(9),VCUr, 县 PD ,CBUrXre [0,11), 
又 由 假设 39， 存在 球 下 CDay, Ds 与 六 不 交 , 当 1€ 10,1] 财 (5.2) 
在 0D, 无 非 零 解 . 
令 Us C= Ua\U;, 则 1 
Us = VUCUATY) 
巾 度 的 可 椰 性 得 
dp, US, OY = dB, V0) + db, DNV, 0) (5.4Y 
又 由 度 的 同 伦 不 变性 得 
dD U3s0) 一 常数 (ze 10, 1]) 
再 由 4” 得 
dP, US, 6) = dD,, UL, 0) = dl, U2,0) = 0 (5.5) 
将 (5.3) 和 (5.5 代 人 【5.4 得 
dB, UNV, 0) = 一 1 
因此 , {5.1) 在 VUAP 内 又 有 一 个 解 , 即 另 一 个 非 零 解 。 证 毕 . 
定理 7.5.2 设 人 是 可 导 放 和 近 线性 紧 算 子 。 1 不 是 DT(%) 的 
特征 值 (或 工 一 DT(oo) 可 道 )。 若 (5.1) 有 两 个 不 同 的 解 # 二 雪 
(人 一 1,2)， 且 DTKe 不 以 1 为 特征 全 《或 了 一 呈 T) 可 逆 )， 
则 (5.1) 至 少 还 有 另外 一 个 解 . 
证 明 ”车 不 然 的 话 ， 可 取 尺 充分 大 ， 使 得 ,we Un、 并 由 
渐 近 线性 紧 算 子 的 人 性质 得 
dl ~ TURO) 一 《一 1 (5.6) 
又 
dT — TT, Urs 0) = im) + iCw) [5.7 
因为 (ww》 一 十 1 或 一 1 所 以 65.7) 的 值 E 42,0, 一 2)，。 这 与 (5.6) 
入 由 .证 毕 。 
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7.5.2 由 严格 上 .下 解构 造 吕 和 集 


现在 考虑 酉 图 型 方程 组 的 第 一 边 值 问题 
Na Lut cm = flx, msm) (rE nn) 
Bn=Ww = Cre adn) (C5.8} 
(f= 1,2) 
它 满足 第 五 章 所 指出 的 和 条件。 并且 ec) 守 0, cn) € CA). 
在 避 x 对 上 村 * 是 Hilder 连续 的 ,对 mm 有 是 Lipschitz 的 , 轴 
存在 时 全 和 泛 【《 本 的 E Dy) Cy EY 
时 
| 天 CE wes Wa) — Ys vs 9) | 
忆 角 [二 一 sa 十 | 一 下 十 | 一 yi"] (i= 1,2) 
5.9) 
其 中 对 是 Cn, 7 空间 中 的 某 有 界 区 域 . 
将 《5.82 改写 为 
Nut Mo = Mu t+ fs, Ms He) (rEO) 
ii = 有 (xe dn) 
(f= 1,2) 
对 任意 由 一 (mw)E CBD) x CO) (Bw LO) x LC0)) 
由 
人 十 Mo, = Mu f filxs ty hm) CxrE 0Q) 


Hi; 一 0 CEE QQ) (5.10Y) 
lo- 
可 唯一 解 出 


ys = (Cy, a)E CH x CO E WICO) % WECO)). 
记 为 1 二 个 wu, 
引 理 7.5.3 在 C(0) x CCD)( 或 C82) x CK)) 上 个 是 
紧 算 子 并 且 (5.8) 与 # 一 个 x 一 0 等 价 ， 
证 明 ”由 读者 自己 完成 . 
为 了 构造 一 个 开 凸 集 口 , 使 得 全 (DJ)CZE， 我 们 引进 严格 上 
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下 解 的 定义 ， 

设 杯 , 互 } 在 马上 是 拟 单 庆 的 ， 

定义 7.54 设 (高 ), (#. ,wy) 是 (5.8) 的 上 下 解 ， 对 ?二 
1,2, 在 Nit 与 Bj5 ;满足 的 关系 式 中 有 一 个 不 取 恒 等 号 。 同样 在 
Ni 与 了 满足 的 关系 式 中 有 一 个 不 取 恒 等 号 ， 则 称 (#5,， 各 》， 
《gg ) 是 《5.8) 的 严格 上 ,下 解 。 

构造 针 代 序列 

人 十 MPO MVD+t flr, VHD VHDY 
Vlao ~ 站 
不 妨 设 全 ,6} 在 是 氢 增 的 ,又 设 (后 )、 (fs 乓 ) 6 避 ， 
BWI > gr) Ci 1 2, x7E0) 

取 CVD，V49) 一 《 寺 ， 名)， 相 应 地 由 《5.11) 确定 的 解 记 为 
《RV = 二 《后 ) ,相应 地 由 (5.11) 得 Ca#it， 
#" ). 


因为 


€5.11) 


NH + Mid 
一 Mi — filxs Ht) (rE 0) 
lilo0 (xe B00) 
人 fr Hm) (x€ 0) 
8 之 0 (x EQ) 
其 中 有 一 个 不 为 恒 等 号 , 令 wi 一 凋 一 #P， 则 
Nw 十 Mi (xEQ) 
Ww CxE NO) 
显然 , w, 妾 4。 由 强 极 值 原理 (着 Niw + Mr 守 0CxE 0),# 在 
内 点 取 非 正 最 小 值 , 则 人 恒 为 常数 ), 则 得 ww > 0, 即 
HD < (xEDQ) 
河 型 可 证 
Hu xEQ) 
现 令 zi = 站 一 则 
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Niz, 十 Mi 
一 MC# CO— w+ fr, fxs Ms 2 rE) 
si 二 0 (CxE DO 
由 于 算 二} 是 拟 增 的 及 条 件 (5.9), 则 得 
全 十 MHZ CTEDD) 
z, 一 (x € 00) 
村 是 
“i> 0 (x€ 0), 2 一 0 《zt cao) 


其 
uD a (xE DQ) 
出 理 可 归纳 证 阴 , 当 x*€ 0 时 
1,2) 
今 B= {x|w ~ Cu, me COXCHH), wlr) = 0 
i= 1,2,*é€ 80)} 
容易 证 朋 : 对 Ya 一 《py M1) € E,v ~ Cu, v2) 一 Ty, 车 
= 1,2,x€0) 
副 存 在 常数 M, 使 得 jvils < 对,。 在 EE 中 令 


U = {lue E, gs) ule) ZH) Cr€ 0), 


《ye BQO) 


Oi Ow ~ OgP 
Dr Dn Dn 
其 中 起- 是 89 上 的 外 法 向 导数 , 则 如 是 中 的 开 凸 集 ， 
对 任意 we 所 。 同 前 面 一 样 可 证 : 荐 z 一 人 x， 则 
WOE) ox) 一 Dec (x EQ) 
BP On Out (ye€ 00) 
Bn ~ gn Bn 
IEal < MM 


(ze 90), llulls < Ml (5.123 


= 289* 


到 人 CU CU, 


7-5.3 搬 贺 型 方程 组 的 多 解 问题 一 一 序 在 严格 上 下 解 的 情形 
现在 再 回 到 方程 弓 《5.8)， 即 


Ni 一 f(r, H,, tz) Cx 0Q) 
5.13 
人 —0 (re D0) ‘ ) 
引进 省 参数 + 的 方程 组 
人 二 IM = tL Mw 十 fiCr, Hs zf] (x € 0) (5.14Y- 
Mm 下 Cx Do) 


其 中 5 [0, 1], 

定理 7.5.5 ” 设 

1” 醋 , 钱 } 是 所 单调 的 ， 

2” 存在 只 > 0。 对 一 著 1€ [0, 1], 车 (5.14) 有 正解 一- 
Cw 中) ,RI max ln RR (=1, 2 )， 


3” 《5.13) 存在 严格 上 .下 解 【《 基 ， 加 ) 《gs 的) 
日 < 和 < 二 《一 1，2) 
4 让 Cx， His #2 |=, — Dfitr, ,> WH) = ot lm| 并 二 一 0 ,对 - 
EE 吕 一 至 ). 
则 《5.13) 至 少 存在 两 个 非 零 正 解 ， 
证 明 ”考虑 辅助 问题 


Na = Fr, Hs ta) (rE QO) 
- 一 D 《YEG) 《5.15 7 
(i=1,2) 
及 相应 的 
Ni tt- tsMus = [Mu FT fxs ws mm)] (Cre 0) 
| 一 0 (reao) (5.16) 
(i= 1,2) 


其 中 i€ [0, 1], 


FCx ;Hi HM} = 全 ss Hy) Cu 2 0) 


0 Cw 0) Gi= 1,2) 


嘿 00 +* 


显然 信 , 六} 与 剑 ,} 有 相同 的 拟 单 调 性 , 方 请 趾 扩 的 光滑 性 假 
定 。 不 妨 设 有 相同 的 Lipschitz 常数 MM. 
在 EE 中，《5.15) 等 价 于 算 子 方程 
x 个 
其 中 2 = Tx 由 (5.10) 定义 ,该 式 中 于 要 换 成 f;， 全 ;五 一 是 紧 
的 ，E 中 的 范 数 记 为 .le. (5.16) 等 价 于 合 参 数 上 的 算 子 方程 


# = Tn 
其 中 wv 二 个 ,wu 由 
No t+ tMoi = 1 Mus + Fxs ms mi)] (Cx€ D0) 
v0 Cre a0) (5.17) 
(一 1 2 
定义 . 个 ,:[0, 1]XE ~ EE 基 紧 算 子 . 
现 分 以 下 几 步 ; 


(1) 设 《my ao 是 《5.167 的 解 。 令 
已 7 一 人 zzEatel < 0} 
则 
Nn=0 CrE 避 7 
wi 0 (rE DOT) 
了 是 si 0fre Q7), Bh er = @., 网 此 , 若 《w， ma) 是 (5.16) 的 
解 , 则 一 定 是 《5.14) 的 解 且 wi 守 0 一 1,2,x€ 9), 并 有 
中 px sz Ro {i= 1, 2) 
由 柜 人 定理 及 二 估计 得 
1 安 如 并 1 十 te 
< CA, wm mf Et Nts, th, #3); 
十 | 十 joy 
因而 大 在 R > 0, 使 得 
wiiz < 一 六 
(2) 显然 , (名, 铝 )、 (4 划 ) 也 是 《5.15) 约 上、 下 解 。 将 方 代 
蔡 天 , 如 (5.12) 定义 E 中 的 吓 开 集 口 , 则 有 


和 业 全 下 


《3) 存在 5 0 当 re [0, 1] 时 (5.16) 在 UsC9) 中 无 非 零 解 
若 不 然 , 风 (5.16) 存在 解 Cx, w(x)》, 其 中 
sm € [0, 23], fu le ss 0, ls" Ce) le ->0 
《 当 六 一 十 o 时)。 由 解 的 先 验 估计 得 
ats CA Cr, wi, wh + Cx, 
< Cmax fx, mm, WM" | 
十 max [hlx, wi™, wi" ) | 
让 假设 4° 知 ， 当 亚 充 分 太 时 
Uae 去 + nlls 


这 侄 了 矛盾 了 ， 
(4) 显然 人 ,是 零 算 子 ， 
合 上 述 分 析 , 最 后 利用 定理 7.5.5 即 得 结论 。 证 毕 。 
站 1 于。 


例 
Nm = hb rE 0) 
Ng =— Ayo — bntn + ds) (C3.18Y 
wileo = 0 ming = 0 
其 中 pl, Pi 之 2 为 自然 数 ， 
Nu — 5 2 (oe) Be) 
Pr Or) 


Ter fim 1, 网 
a € CO), cE CAHY), cm0 (xE QO) 
在 讨论 (5.18) 时 ,我 们 要 引用 [Ra. 1, 定理 1.16]。 现 叙述 如 


定理 7.5.b 和 辣 上 以 zxzf] 汪 号 : 
1 5 在 总 x[0, 十 00) 是 局 部 Lipschitz 的 ，g(x, 0) 一 0， 
2° 存在 a 六 0, 当 之 4 阿 gr 二 0， 
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3 G(z, 风 一 | ees Dar, 存在 (x*, 1*)e 9xL0, 0), 使 
得 GLY*, sn*) > 0， 
4° glx, 一 oCn) Cn 一 个， 对 xxeE 总 一 致 )， 
由 存在 社 守 0, 当 44 守 2 时 
Na = 一 之 地 (Carltx)u) + clw)u 
= hgtxs HW) (xE 0) 
nlso = 0 
存在 解 wx) > 0C(x€ 0), 其 中 Nw 与 和 Vw 有 相同 的 假定 。 
利用 定理 7.5.5 和 7.5.6 我 们 可 得 
定理 7.5.7 设 Bbiis di 为 正 的 常数 。 此 外 
—b,, by 
2 —&y 
则 存在 村 沁 0， 当 4 守 炉 (i 一 1,2) 时 (5.18) 至 少 看 在 两 个 非 
堆 正 解 ， 
证 明 ”内 须 证 明 
C1) 《5.18) 存在 严格 上 ,下 解 ， 
考 守 人 一 nd bn) (rE 0) 
nleo = 0 
由 定理 7.5.6 知 。 存 在 炉 >0， 当 邦 关 时 《5.20) 存在 正解 
#0 rE DY， 由 (35.19) 可知, 存在 常数 M0, M(x》 
《*E€ 品 ), 并 有 


0 {5.19) 


《5.203 


—buM, 二 BM 二 dd, 守 0 
8 一 证 十 0 
易 验 证 CM, MM) (i, #2) 是 《5.187 的 严格 上 、 下 解 。 
2) 设 和 空 0, a 闻 0 是 方程 组 
Na t+ iMa = [Ma + wb + bon 十 十 
Nm 十 Mu = tM + sf Chyt — bans di)] 
mlsg = 0, tiss = 0 


了 必 电 和 曙 


的 解 。 设 它们 不 恒 为 零 。 则 它们 分 别 在 9 内 某 内 点 #7 取 正 最 大 
值 9。 于 是 

0 ght —bg 十 bg + di) 

0 got bg — bug dd,) 
此 而 

0 一 号 5191 + ubngg 一 bubngi t bundid, +t od 
其 中 一 站 村 tt 2BpBay7gya 一 bubny} 是 负 定 二 次 型 。 因此 存在 常 
数 RR, > 0, 使 得 
M9 二 + 性 近 RR 
因此 ,由 定理 7.5.5 得 结论 。 证 毕 。 
上 看 的 讨论 对 于 覃 攻 型 方程 式 的 边 值 澡 题 
{2 十 cf 下 一 的 (rEnY 
Bx=0 {tré do0) 

也 是 适用 的 。 这 里 工 ，3, 满足 第 三 章 的 假设 条 件 ， 


(5.21} 


7.5.4 ” 椭 加 型 方程 的 多 解 问 题 一 一 极 小 解 与 极 大 解 不 迁 的 情 
形 

若 (5.21) 存在 上 、 下 解放 (x)，g#Cx)，#(x) 二 六 (x)， 则 在 
[gCr) , ECx)] 中 (5.21) 存在 极 小 解 n(x) 和 极 大 解 和 (zs 。 现 设 
#1 (CX) w(x) 是 [g, a] 中 的 两 个 解 ,进一步 假定 ; 

LI? x) SE) A Ex (rEQ), 


2° 天 3 CD x [a, 6]), 其 中 [oe, 6]>Ig(x) — 6, 


az) 十 51 (x€ 加 ) ,6 > 0 是 基 焉 数 ， 
39 或 cx) 守 06>0 识 5(x) 宇 b> 0C5(x) 包 售 在 边 条 竹 
中 )。 
我 们 将 证 骨 ; (5.21) 只 有 解 厨 和 所 是 一 种 特殊 情形 ， 一 般 
情形 下 《5.21) 至 少 还 有 另外 一 个 解 ， 
取 EE 一 C(O).。 (5.21) 的 等 价 算 子 方程 是 
n= AFCWY (C5.22) 


本 过 但 半 二 


< 人 了 了 如 387.4 所 指出 ，AF 在 中 是 紧 的 ， 
为 了 求 4F 在 w 一 sw 的 导 算 子 , 先 引 述 关 于 线性 椭 六 型 方程 
解 的 C 草 估计 的 引 理 ， 
引 理 7.5.8 设 wlx) 是 
Lu enu=fr) (EQ), Buleo—= 0 
的 古典 解 。 其 中 f(x)€E CC8)。， 则 
alle < GC*Hfhe 
其 中 Ce 为 汕 数 。 小 1 为 和 67 空间 中 的 模 ， 
引 理 7.5.9 在 岂 中 A4F 在 # 二 #4; 的 导 算 子 是 
AF(w), 其 中 Fu) ~ Ee)). 


证 明 已 知 Wi 一 APCu), 令 
Fr = AF (Cn), wo APC I) — wi) 
出 了 一 十 一 用 十 ef 二 一 地 
= Flw) 一 下 CD 一 下 Ge ~ wi) 
中 人 一 二 一 地 ao = 0 
和子 是 
fv — wi — wlle < MUFCK) — Fwi) — Pow)tu — wi)le 
由 此 易 得 
， yp — HC— wlle 
em lin — #lle :~ 9 
皂 结 论 成 立 。 
定理 7.510 若 i1=1,2， 
各 十 cf r= 0 (re ny 
Bo 0 (xE dQ) 
只 有 者 吞 。 则 存 [#, 剖 ] 中 ,(5.21) 有 至少 有 三 个 解 . 
证 明 令 
fxs 8 Tur) me (Eur)) 
Hxs te) = frst) (gx) EE EA)) 
fx, REY)) 4 EW) 人们 演 站 7) 
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考察 边 值 间 题 
Lu teun—m fxr, Hu) (rE 0) 
{ys 一 0 {xé Ad0)y (5.23) 
设 # 是 (5.23) 的 解 ， 令 
QO, xlxeE QO, n(x) utx)} 
;一 #4 一 出 
Lw ew (x ny) 
| 之 上 (xr€ 9. Nag) 
把 二 少 (x EBONMNOY 
由 极 值 原理 知 , ww 守 0Cx EQ0, 即 .二 肖 ,w 之 #(x}， 同 理 可 证 
if) He)。 因此 (5.23) 的 解 必 是 (5.21 的 解 。 
(5.23) 在 C(8) 中 等 价 于 
到 = AF (Cu) 
其 中 外 Ge) 一 只 xu 显然 ,4E 在 sw 一 w 的 导 算 子 是 AF'(Cw). 
旦 不 以 工 为 特征 和 值 。 现 只 须 再 证 : 
《1)》 A 是 染 近 线 性 的 
显然 jx，5) 十 二 对 EC 一 00, 十 00) 是 一 致 有 界 的 。 因 
此 


jim EECO 二 4 im JUEGD 十 可 -0 


tallm al late 人 
即 A$ 是 渐 近 线性 ，DAF(c0) 一 一 4， 
《2y 由 极 全 原理 知 ， 一 4 不 以 1 为 特征 值 。 证 毕 . 
对 这 个 问题 的 更 进一步 的 讨论 可 查阅 [AM1. 


7.6 ” 度 理 论 的 应 用 一 一 分 叉 问 题 


设 五 是 Banach 空间 ,我 们 将 在 E 中 讨论 如 下 算 子 方程 

Ps Sw TO — 0 {6,1) 
的 解 尖 参数 1 变化 时 的 分 又 问题 . 
我 们 稻 设 可 以 引进 含 参数 : 的 算 子 方程 


* 证 忠生“ 


PO A= TOU, ln = C6.2) 
它 满足 : 
1? TI, 和 一 了 (2 一 0 了 有 时 (6.1》 只 有 和 霉 解 ， 
2 T(z,1):10,1] XRXE 一 EE 是 紧 算 子 ， 
39 T(t0,4) 是 王 中 的 奇 算 子 ， 
4 Tri 一 aGr 十 Ri， 2， 其 由 心 是 有 界线 性 算 子 。 
对 ze[0, 11, 当 1 属于 了 :中 任意 有 界 闭 区 间 时 一 致 地 有 


RCs Du 
i 


由 49 知 ;, Ttt, 4) 在 w 二 8 的 导 算 于 
DT(r, 人 | 一 1 
在 互 中 是 基 的 ， 
C6.2) 的 非 零 解 集合 记 为 NG, 71，NK1 1 又 记 为 NALD)。 


7.6.1 局 部 分 叉 的 一 般 和 结论 


对 任意 4ER', la 一 以 ,站 总 是 (6.1) 的 解 , 称 之 为 零 解 
曲线 ， 

定义 7T.6.1 车 2* ER', ve 0,5> 0,.34ER'， | 一 4*| 过 
e。 3n€ E00 <jall < 志 5, 使 得 以, 满足 人 6.1) 则 称 *,) 是 
《6.1)【《 关 于 零 解 时 线 ) 的 分 及 点 ,也 称 入 为 【6.1) 的 分 叉 值 ， 

《6.17 的 分 义 情 况 与 6 的 特征 值 密切 相关 。 记 

r GD) 一 {pip 是 6G 的 特征 值 } 

它 至 多 是 可 数 的 ,没有 有 限 极 限 点 ， 

先 讨论 分 义 值 的 必 归 人 寻 件 ， 

引 理 7.6.2 没 To,b]NrCG) = 二 %, 则 365> 0, 当 1€[0,1]， 
aela,bIH NG, NU = $, 

证 明 ”与 定理 7.3.9 中 弧 立 奇 点 的 证 明 相 辣 ， 

推论 7.6.3 车 寻 是 《<6.1) 的 分 义 值 , 则 

it Ereo) 
霓 讨 论 分 叉 值 的 充分 条 人 性， 
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定理 7.6.3 若 1/4* 是 上 的 闸 重 特 征 值 , 则 4* 是 (C6. 的 分 及 
值 . 

证 明 因 社 ErCG)， 所 以 对 性 意 充分 小 的 正 数 2,4€ [一 $8， 
ie] ,43 ErCG), 还 可 使 4* 一 8 与 烧 十 g 同 号 , 由 引 
理 7.6.2， 存 在 末 s(8y ,中 4* 一 By), PO 十 8) 在 C9) 上 只 有 奇 
点 # 一 98。 设 0 是 Us(8) 内 和 包含 8 的 任 一 开 集 ,显然 当 w&€ 80 时 
Te 由 于 114* 是 GG 的 奋 重 特征 
利 : 所 以 并 9 ga 一 8)) 与 式 2， 892 十 5)) 反 号 ， 

dB BY OD a dBA + 6), O00) (C6.3) 
于 是 存在 4€ (4" 一 2s24* 十 6); B04) 在 89 上 有 零点 ,否则 由 同 
伦 不 变性 必 有 

dP — BY 昌 ,9 一 上 页 (FF + EY), 0,0 
与 《6.3) 党 盾 。 因 此 14* 必 是 分 又 值 。 证 毕 ， 


7.6.2 一 个 常 微分 方程 的 分 叉 问 题 


作为 《6.22 的 第 一 个 例子 ,我们 讨论 非 线性 特征 值 问题 
一 人 fg) 十 9) 一 1 C0 Fr) 
Bou 一 eon (0) — Pon(0) = 0 (6.4) 
Bn = 全 人 — pnt(x)= 0 
我 们 将 计 论 它 的 局 部 分 及 与 全 局 分 叉 间 题 ， 
假设 
(HD): HO =0 ecC(R)) 
pix) > 0 (x EIO,x]) peECHNO, x1) 
gr) ECLO, x)] C0) 
oi 0 oi jia0 (i= 1,2) 
将 (6.42 改写 成 
人 2 + oa)w == 2[f C0) —— tu) J 


(6.5 
Bio= 0, Bnu= 人 0 ) 


其 中 


s 雪 有 


8 一 | [607 一 FOE Tomrn ld 


我 们 妇 假 定 
CH 了 (0)0, 存在 oe 之 0, 当 0<lnl<p 时 FC0) 之 fF(n)， 
出 《CH,), CH3) 可 得 
CNH) ECCR'Y), gC0Y = 0 ow ot stn 0 
《6.4) 的 线性 化 问题 是 
人 + qr) = Af CO 
Bun= 0, Bilw)=0 
它 有 一 串 简单 转 征 值 
i 
2 对 应 的 特征 阔 数 1,Cx) € 5 而 3; 可 分 解 成 
5 — 3 LS 
Si — {utx)lneEC 0, x], Bn =0 (i= 0,1Y 
# 在 (0,x) 恰 有 # 一 1 个 零点 ,# 在 10，x] 的 一 
茹 零点 都 是 简单 的 ，lim sign w(x) 一 1}， 
$7 = {n(x}| — w es} 
5, 是 开 集 ，Sm 5 一 (i 所 让, 证明 可 参见 {LQ，p248, 引 理 
7,4.1], 
不 妨 设 四 全 0, 当 1 一 0 时 (6.6) 的 Green 沂 数 为 Gulx ,5)， 
于 是 (6.5》 可 化 为 等 价 的 积分 方程 
se) 一 1 Golx, UFC) 一 seCB)]wC6)4 
或 写 为 


C6.6) 


# = AGof C0) — gh) ls 
其 中 如, 是 Green 图 数 定 义 的 积分 算 子 : 
Gu — | Golx, 8)u(8)d 


了 EE= {wlueECl0, x], Bor = 0,， Bn 二 0}。 51l 进 畏 助 问 
题 


二 党 


Dlr A 一 晶 (6.7) 
其 中 
了 ft 14) = AGoff (0) — pli, WY lw 
gt #0) — i188) + C1 — Dallal) 
显然 , gC1 ,8) 一 gw),T(0, 2) 是 奇 算 子 。 当 FEf0o, ti 了 村 8 
#) 与 gtw) 有 相同 的 性 质 . 
现在 通过 (6.7) 讨论 分 叉 问 题 《6.5), 与 《6.77 等 价 的 问题 是 
人 + aan = AF CO) — gli, #) Ja (6.8) 
#0, Bxw=0 
我 们 分 以 下 几 步 ; 
《一 ) 导 算 子 与 零 奇 点 指数 ， 
读者 可 自己 证 明 : 
引 理 7.6.4 TO, 42):[0,1] XR XB 一 E 是 紧 算 了 字 , 且 
Tr, MN = AGof (ON T+ ofllally Cn — 06) 
对 #2€10, 1],4€[a,5] 一 臻 成立; [a,b] 是 Ry 中 YW 有 界 区 间 . 
定理 7.6.5 取 5>0, 315 二 和 一 人 所 i 人 十 了 < 和 其 中 
一 0， 则 当 rE [0,1] 时 
一 1 《EC 5,47)) 
一 1 《Et ar HG]7) 
证 明 $C 中 一 1 了 一 了 G4) 了 以 # 一 日 汐 有 点，T(t,4) 在 
# 一 日 的 导 算 子 为 4Gof(0)， 不 以 1 为 特征 信 , w 一 日 是 孤立 奇 
所 ， 
当 4E[ 一 8 时，1Gdf0) 大 于 1 的 特征 值 仅 为 
1 2 入 


时 


lh A 


i(0,9(1,1)) 一 f 


重 数 和 为 下 一 1 , 故 
区 日 ， Pz, 4)) 一 1 
间 理 可 证 男 一 等 式 ， 
《二 》 非 零 解 集合 的 若干 性 质 。 
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引 理 7.6.6 (6.8) 的 非 零 解 案 合 NG DC Us 


证 了 设 zremwtr 7。 则 = 是 线性 问题 
『 一 《 疡 (xz )》 + Lat) 十 了 (xz = pf (Ov 
了 一 0 了 一 
的 特征 路 数 ,其 中 了 Us 一 Xglt, #(x))， 相 应 的 特征 信和 为 X%。 天 
此 ， 中 均 LU Sn, 让 志 . 


全 三 性 


引 理 7.6.7 没 [a, 61CRS, 仅 包 含 某 个 41k。 则 34di > 4, 使 


得 
NG, A)N Uj CC SACsE 10, 1],4€[a, bly 
证 明 ”上 先 证 存在 常数 o> 0, 对 wa€ le, 8], w€ Sf 半 k), 
有 


ls — LG CON 2 lisll 
帮 个 然 ， 3AmE La, | Nn € 4; Ta 3 式 ) ， 使 得 


人 四 [ -| -> 
| 


出 于 忆 的 紧 狂 ,不 妨 设 4 -一 miGof0) v。 于 是 


— py, l=1, vv— AGr=0 


je | 

于 此 ， 11a* 是 的 特征 便 ， Fe E Lea, 51], 只 能 有 4* 一 i EE Sr, 
许 意 [本 E Si (fs 所 ,与 集合 3 的 性 质子 慎 。 

由 于 T(r, 1 一 1Gof DJ) 十 otllall) (4 一 日 )， 对 FL[0， 

1]， 本 去 [a， &] 一 数 成 立 , 则 存在 di > 0， 到 *E [0,1],4€ [a,5], 


ae SS: , ueDnH 
i 


ls 一 了 (zy 14l 之 六 Hal 
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叉 由 于 NG, ND CC U 5 所 以 NC ti) 门 五 CS ， 证 毕 . 

引 理 7.6.8 设 [cy 56]CRY, 它 不 包含 某 个 入 ， 则 3 0， 
使 得 

NG NU NS = glee lo, 1],1€ a, 5]1) 
证 有 明 ”只 须 证 朋 3e > 0, 对 Vie [La, 5],#é Si 有 
和 — 4Gof CO wl > linl 

若 不 然 , 同 引 理 7.0,.7 可 证 ; Das € dhs We | 一 1, at* 
€ [a,6], 并 有 5 一 4*Gof C0)v 一 0, 于 是 只 能 有 4* = 4 VE 9 
了 志 丰 ， 这 与 如 人 一 ZB 及 吕 是 开 集 禾 让 证 毕 ， 

引 理 7.6.9 当 0 志 24 志 1 时 

NG ANSNT,= 如 

其 中 pp 是 条 件 (H2:) 中 的 正常 数 。 

证 明 若 太 忆 Cr， INSNU,, 则 线性 问题 

全 (er 十 Cs 一 pf 0) 
Bo-=-0，Bp 一 0 

的 第 下 个 特征 值 各 一 1， 其 中 x) 一 q(x) 十 4g(1, w(x)), 旺 
然 ， 4 志 0. 于 蚌 , 由 (HD) 知 : 了 (xX) 守 9 EC 这 94(x)}， 所 以 
一 上。 这 就 证 明了 引 理 的 结论 。 

综合 上 述 引 于 容易 得 到 

定理 7.6.10 3p > 盖 0 及 8>>0， 使 得 

dR < 估 4 《ls = 0) 

且 对 Wie [0,1], 有 

1° 当 2€ [a 6 LU] 时 六 (人 站 二 = 艺 ， 

2° 当 26[22x 十 8] 时 NIr NU CCS, 

3° 当 4E [LM 60 0] HNGANOU,, = $, 

证 明 取 半 0 使 得 

Xp 过 一 和 之 和 十 症 < ti 

由 引 理 7.6.7 与 引 理 7.6.9 知 ，354 2 0， 当 4€ [4 一,，44] 时 
NG, DND,, ~ ZS, MAE Lh tt 6] HN, DN USES. 
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因为 NG) 几 06 = 区 ,所 以 存在 at 0< 一 天 乓 5 当 亿 一 
| 生 政 时 入 人 条 站 0 一 区。 若 不 然 , 则 存在 re [0,1] 及 
210 一 iauseE Dr 使 得 
#0 — Tf HN = 
由 紧 性 ,不 妨 设 1 一 让 ,TC Xn -> wv 于 是 一 vv OD, 
且 
2 一 了 (220 = 
这 就 产生 矛盾 .证 毕 . 
《三 ) 局 部 分 尺 ， 
现在 我 们 可 雇 得 到 关于 局 部 分 及 的 结论 . 
定理 76.11 设 人 HH 成 立 , 若 ECU 十 和》 则 存 
在 js 0 二 Br ME [0.11 时 
dB, 1), DE, 0) = (~—1)* 
其 中 总 ， Bx 由 定理 7.6.10 给 出 ， 
DE = (Ue 一 Ua) NN SE 
于 是 《6.4) 在 Dt 与 Dx 分 别 存 在 特征 向 量 . 
证 阳 ”3 > 0。 使 得 入 十 要 4 委 可 十 8， 和 由 引 理 7.6.2， 
di > 8, WIE LO, 11], s€ Thit 1 hr + Br HT 
NiCr, DNU,, 一 次 


令 pr = 之 min (Cers Gi), 则 


If， IND,, 一 坊 
将 U,， 分 解 为 
Us 一 DAUGkU UD,, 
其 中 
Di 一 《De — Ui) NS 
Gr = (Us, 一 DNS 
《图 7-6.1)， 于 是 
dO 4), Ue 6) — dB, 4) Ds 0) 
+ dEl1s 14), Gis 0) + dB, 1), Uys 0) (6.9) 


和 


图 7 -6.1 


由 定理 7.6.10 正定 理 7.6.5， 根据 同 伦 不 变性 得 
306(r 1), Us 0) = dP, ax 一 25)， Uns 0) 
= 10, Bt, ht — 87)) 一 一 二) 
dg(r 1), Us 9) — dB + Ba), Un 0) 
= i190, P(t, hs tt 64)) — (—1)* 
dB A), GC, 9) = 0 
将 它们 代入 (6.9) 式 得 
dp, A), Dis 0) 一 站 一 人 天 
了 
上 DiD7y = dPlr, 41), Dr, 0) 
+ dD, 41), Dr, 0) 
Dt 与 Di 与 + 无关, 关于 原点 对 称 ，, BC0, 4) 是 奇 算 于 ;所 以 
d{b0, 1), Di, 8) 一 BC 1), Di, 80) 一 《人 一 1 
最 后 理由 园 伦 不 变性 得 
dlPlr, 1), DE,0) 一 《一 1 
证 竺 . 
《四 》 全 局 分 有 义 . 
为 讨论 全 局 分 叉 , 需 要 对 解 作 先 验 估计 ， 
CHs) 存在 正 数 M 一 M4), 若 w€ NGC), se [0,4], 则 
Nal < M 
现在 我 们 要 在 某 区 域 (UsN\Ur) 站 哇 上 应 用 度 理论 ， 其 中 
Th 一 TAC4), Us, 是 某 个 球 域 ， 
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除 DE 外 ,又 记 
A 一 (TD 3 
GE Oo— (UANU NS 
当 fe 一 px 寻 
G8, = AS.L.U DE 《6.107 
定理 7.6.12 设 《Ho ，(H (HI) 成 立 ， 则 当 1 > 和 时 
3r 一 rt 0D<ri < 对 ,使 得 
二 本 人 全 站 0) 一 《一 有 
于 是 (5.40) 在 Guux 与 Gix 存在 特征 画 数 . 
证 明 当 4E CU 站 十 路 ] 时 取 re 一役 得 《6.10) 《图 
7-6.2)。 于 是 


轿 37-6.2 


dm), OE. 9) 
=— dB), A 0) + dB) Dr , 9) 
一 dD, ABs 0) + (1)™ 
由 和合 ,4 的 定 尺 及 Uw, VU ， 旺 的 竹 质 知 , BC(s》 在 DLL 上 不 海 
委 ,其 中 EE[0,4 十 衣 ]， 而 全 (00) 在 Aj 上 无 零点 ;所 以 
dB, /A ks 07 一 dt 0) ,AR 67 =0 
优 比 
dpaAY, Gir 0) = CO—1) 
荐 4 产 机 十 6， 全 
TiCA) 一 之 min CM, prs Pi) 


和 本 们 于 二 


其 中 玫 由 引 理 7.6.8 给 出 ,使 得 当 s€ [4 十 844] 时 
NOOND Na 
当 5E [十 了 ; 4] 时 , 虽 (7) 在 66 者 ,: 上 无 零点 ,由 向 伦 不 变 
性 得 
dp), GE,ks 90) -= dD 十 B14), Gs 0) 
一 dP 十 BA + dD + 6541), DE, OY 
+ dB te), CU — UNMNSEO0) 
之 和 二 《一 1 十 0 一 《一 号 多 
和 证 毕 。 
为 使 (HW 成 立 , 我 们 假设 
CH lim sup lt) <c 0， gl(e) 0 (Cx [0, xz] 
Bo 十 Pa 半 0 


设 # 满 中 (6.4) 邻 一 er“ 中 gpg 则 方程 变 为 
—poe' + rtx)v’ + alr)v 


_ He +i 的 fa) ， 
| "+h 2 | (618 


其 中 
rkx] = Zen(x 十 1) ip 一 p 


alr) = onln — I(r 十 13 Fe 二 于 十 | 


— ons 1 ple) 
sov 0) 一 BvD = 0 
ottx) + v(x) =0 
其 中 
二 一 anag 十 遍 疡 D 
B= ono + 1)! -+ Ap 
设 包 之 0， 可取 # 充 分 大 再 取 a 之 0 充分 小 使 得 
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atx) o> 0 《re LO,x]) 

p>0 
对 任意 给 定 正 数 5, 当 0 < 把 时 “2 > 名， 存在 正 数 Me 与 
4 无 关 ), 当 19| > 对 时 

Fx) = fie -art ?7 


上 
pty < 2 


对 这 


于 是 
fr) 一 2 一 一 上 二 生 < 必修 


现在 若 ” 的 正 最 大 入 在 {0,r) 中 某 点 mm 处 达到 , 则 ofeo) 所 Mo 
车 不 然 ,在 该 点 处 
[一 pp + ris)w + gx) ] em 0 
而 2fCx0)v(xo) < 0, 与 (6.11) 矛盾 . 
同 理 可 证 : 着 "的 负 最 小 值 在 《0，, *) 中 基点 x*， 处 达到 ， 则 
1) 空 一 Mb， 因此， 
即 [scr) | MM, 
lye | Me Cr€ [0,x]) C6.12) 
基色 0 令 f 一 x 一 +*. 则 化 为 前 一 种 情形 。 
由 (6.12) 及 方程 (6.4) 易 得 存在 常数 Mi > 0 
I Co) | < Me Cr€E [0,=]1) 
这 样 ; 我 们 由 定理 7.6.12 可 得 
定理 7.6.13 ” 设 条 件 《〈H) ，(H:) ( 才 ) 成 立 ， 则 当 1 > 4 
这 二 1 ,2,.…) 时 在 每 个 于 -一 ,时 ,5ST 经 内,(6.4) 至 少 
存在 一 个 特征 范 数 ， 、 


7.6.3 一 个 偏 微分 方程 的 分 叉 问 题 


作为 (6.2) 的 第 二 个 例子 ,我 们 讨论 非 线性 特征 值 问题 
—AW 二 + 9 = hw — fx nw, Mn Cx€ 01) 


n= (reno) C6.13) 


s 407 * 


总 的 假定 是 : 
My 19 Dot ct 0CR* 是 有 界 开 区 域 . 
22 gr) EE CS or) 0 (Cre 总 )， 
3° fx, 0,2) =— 0 (rE a, 4€ [0, + 00)). 
4 JE COX RX [10, 十 oo 对 < 是 Hader 过 
线 , 对 “十 局 部 Lipsehitz 的 . 
5? 存在 p 六 0, 当 re 20 is 二 py AX€ (0,+00) 
时 天 xyw， 24) > 9. 
6” 当 1 一 0 时 (6.5) 只 有 零 解 ， 
与 (6.13) 相应 的 辅助 问题 是 
—As 十 ex) = Mn — POEs A WIN 
em _ | C6.14) 
其 中 
Fl1, 4 #4) = tx ws 4) TL NF, nl 4) 
显然 ,对 于 1€ [10, 1] ,了 与 有 相同 的 性 质 
对 任意 wE C"(#)， 由 
行人 十 oxo = (x€ 0) 
2 so 二 0 
确定 一 个 算 子 
多 一 Gn 
如 在 CX8H) 上 是 线性 紧 算 子 ， 因 此 :《〈6.14) 等 价 于 算 子 方程 
TO, Nn Gn GF hs Wn 一 日 C6.15) 
令 
TO, XU 一 CN 一 个 下 人 4, wyy 
1 -ji 表 示 CC9) 中 的 横 。 TC0,7) 是 奇 算 子 . 
引 理 7.6.14 TTC, 4) 在 4 一 日 的 导 算 子 
DT(, 4) | ms — iG 
并 有 8 
HC, 2 — Gu = olllatlly (Cn — 0) 
关于 ze [0, 1] 和 2E [os 5] 一致, [e,5] 为 10, 二 oo) 中 任意 有 
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界 屠 区 而 . 
证 明 念 本 一 了 ft 31 一 1G8 = GF(C, 4, Wn, 则 
一 内 于 IW = — Fl, 1, nH)n 
Wlao=0 
以 1 人, 表示 ,C0) 中 的 模 , :入 ,， 表示 $C2)》 中 的 模 。 由 
骨 人 定理 及 尼 ， 司 计 得 
ml = CW ll,,, < Cll 天 Cr 4 a)ull, 
< Ca Ni, ws Ns + Mf, |z 290, Jiksell 
由 此 得 
[Wl = Te, Wr 一 了 人 8 — 4Gul 一 以 sj 
(2 一 日 
且 头 于 8E [0, 1],1E [a, 7] 一致。 证 毕 ， 
妇 的 特征 值 问 题 


Cu— is 
pF 


即 

~ 十 了 (一 和 (rED) 

nlao 一 0 
它 存在 一 串 特 和 钙 值 

0 
是 一 秆 移 。 对 应 的 特征 图 数 属 于 5， 
$= SUS 

其 中 


Ht = {slue CT, ulon = 0, 
ww) > D(xé 0), 2 < 0, 
"为 89 的 外 法 向 } 

ST = {ul — we St} 


它们 是 EE 一 {wln€ C8), #1ag 一 外 中 的 开 集 ， 本 守 2) 对 
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记 的 特征 函数 属于 $. 
S$ = {gla€ C(O), rao 一 0 在 口内 变 号 } 

SN $. 

引 理 7.6.13 (6.14) 的 非 零 解 集合 NCr,4) 哮 $US。 其 中 1E 
[0,131], 4€ 1 (0, (+00), 

证 明 与 引 理 7.6.6 相同 . 

对 于 六 一 1 前面 的 定理 7.6.5，, 引 理 7.6.7 一 7.6.9; 定理 ?3.6.10>y 
定理 7.6.11 等 对 于 《6.14)《 即 《6.1577 仍然 或 立 , 证 明 是 类 似 的 ， 

与 定理 7.6.12 类 似 , 我 们 可 以 证 明 


定理 7.6.16 ” 设 《日 ) 成 立 。 又 设 是 Y 正 数 ， 存 在 常数 
了 (0 Bit [00,8], Ct, w) 是 (6.14) 的 解 时 ,有 lal < MB), 
则 4 守 4 财 《6.14) 至 少 存 在 一 个 正解 和 一 个 负 解 . 


推论 7.6.17 ” 设 (得 y 成 立 ,又 设 b 是 Y 正 数 ,存在 奇数 >1， 
正 攻 0 与 ,使 得 XE€ [0, 51, x€ 98,|n| 宇 RR 时 


fx, HW A =a 


了 2 
则 当 寺 之 和 时 5613 至 少 存在 一 个 正解 和 一 个 负 解 ， 
证 明 设 #(x) 是 (6.13) 的 解 , 在 0 内 某 点 * 取 正 集 大 值 Mi。， 


囊 | 
一 区 Mo, 4 
gr) Mo AM — A he Me 
和 若 Mo 之 及, 则 
gM MT 一 
Mé! 才 二 (5 十 Qn, Wn 一 marg(*) 
Ba 


1 
kh-1 


Mo 二 匠 《二 十 99 | C6.16). 


间 理 ,车 n(x) 在 2 内 某 点 取 负 最 小 值 一 Ms, 也 可 得 C6.16), 
因此 
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ul <R+IsGro) 
《YE LE[0, 51) 


再 由 钳 人 定理 , Schauder 俩 计 及 上 合计 可 得 ,存在 带 数 M> 
9, 使 得 1 过 村 ,因此 得 结论 ， 


7.6.4 全 局 分 又 的 一 般 结 论 


现在 ,在 Banach 空间 了 中 对 一 般 的 算 于 方程 
Ppl) 二 ww— Tn=0 CH.17) 

引述 关于 全 局 分 及 的 重要 结果 * 它 的 证 明 可 见 [Ra, 21. 

假定 

1 Ya:R X 已 -五 是 紧 算 子 ， 

2"。 TQ) 一 4Gsn 十 RG, 其 中 GG 是 上 的 有 界线 性 算 子 ， 

,RON 
-2 IE 

对 有 界 卫 这 间 上 的 1 一 数 成 立 ， 

由 2? 知 ;G 是 紧 算 子 , PTX)1 .gs 一 4C， 

在 下 面 的 定理 中 ,C6.17) 的 非 堆 和解 是 指 以 ,nw), 它 满 足 (6.17)， 
no. 

定理 7.6.18 以 9 记 为 (6.17) 的 非 零 解 集合 的 闭 包 ,在 总 的 
假定 下 ,车 1/W* 是 G 的 亲 重 特征 值 , 则 经 包含 一 个 过 (4*, 9) 的 
最 大 子 连 续 统 Cx 并 且 
1? PC 在 RiIX 首 中 无 界 ， 
或 者 

20 0 交 z 一 8 于 (人 ,98), 而 1 是 如 的 男 一 特征 值 ， 

定理 7.6.19 在 总 的 假定 下 ; 若 1/4” 是 G 的 单 重 特征 值 ， 则 
2 包含 过 (2*, 58) 的 一 对 最 大 子 连 续 绕 Ci，C， 或 者 在 到 入 五 
中 无 界 , 或 且 交 于 人 ,912 是 妨 的 另 一 特征 值 ， 

在 [Ra， 2]1 中 给 出 这 些 定理 的 若干 应 用 , 如果 我 们 利用 它们 ， 
会 更 简单 地 得 到 $7.6.2 中 的 全 局 分 尺 。 
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度 迎 论 的 重要 应 用 是 讨论 横 圆 型 边 值 问 题 的 解 或 正解 的 存在 
性 。 例 如 , 边 慎 问 题 . 
{~ fn) 人 0 an 
# 一 E09) 
的 正解 的 存在 此 ， 其 中 了 在 0, 十 co) 局 部 Lipschitz, 0) 之 0. 
利用 度 理论 的 基本 步骤 是 : 
1) 引进 辅助 问题 ， 
令 
。 fx) .Cw 0) 
fi jn) Cw < 0) 
测 fCw) 在 R! 局 部 Lipschitz。 利 用 极 信 原理 易 证 :; wt#) 半 0 是 
辅助 问题 
—Ax = Hm (x€ ay 
1 一 们 (rE DN) 2) 
的 解 <=> w(x) 是 (1) 的 正解 (ntx) >> M(xE€ 9))， 因 此 ,讨论 (1) 
的 正解 时 ,我 们 就 认为 w2 二 0) Cw 过 00), 
《2) 将 边 值 间 题 化 为 等 价 的 含 紧 算 子 的 方程 。 
在 Ct 加 或 CXD) 中 ,由 
{~ 一 # (rea) 
乡 一 1 (re dan) 
确定 一 个 紧 线 性 算 子 一 GO), 令 了 GD 一 GHCw)， 则 (1) 等 价 
于 
2 TH) = (3) 
其 中 工 是 紧 算 和子 . 
C3) 刹 用 计算 度 的 有 关 方 法 来 计算 度 ， 
我 们 常常 是 计算 a 人 ,Ur(6), 们 ,其 中 于 二 1 一 T，Unt9) 
是 基本 空间 ECCCD 或 CX9)) 中 以 原点 8 为 心 、R 为 半径 的 开 
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球 ， 首 光 必 须 保 证 当 uc Daf9) 时 gu 近日 ,为 此 常 要 对 (37 的 解 
作 先 验 估计 .计算 &KB， URC ,外 常用 的 方法 是 ,引进 同 伦 变换 
Pr 一 一 TT,,， Treo 1] X Ur(9) 一 上 是 紧 算 了 于 并 诺 是 

1” 一 中， 

295 dl Ur},0) 0, 

3° 当 OE [0, 1], nt DBO NH Bu 3 0, 
为 保证 3°, 也 常 要 对 Bw 一 9 的 解 作 先 验 估计 。 因 此 ,在 魔 理论 
的 应 用 中 ， 解 的 先 验 估计 是 十 分 重要 的 ， 

若 (3) 有 平凡 解 ( 零 解 )， 只 计算 dt 四, Uat0), 09) 是 不 够 的 ， 
还 须 计算 #4, 0.09),9), 其 中 0 二 rr 二 尺 . 若 

dB, Ur(H), 0) < dO, U9), 0) 
由 在 U3 一 UaCONU.C9) 中 (3) 至 少 存 在 一 个 解 ( 非 零 解 )。 芳 
dB, UrtO), 0) = dt®, U0), 0) 

又 有 了 CE 是 中 的 有 界 闭 号 集 , VV 二 int 了 了 ，T(V}CF, 则 在 
PV 与 UF 中 (3) 至 少 各 存在 一 个 解 ( 非 霉 解 ), 利 用 严格 上 、 下 解 可 
以 构造 上 述 有 界 闭 加 集 , 这 屠 得 我 们 能 用 度 理论 与 上 .下 解 相 结合 
的 方法 及 证 明 (1) 的 多 正解 的 存在 性 .在 [Ra, 11, 【Lioj 与 LFLi] 
中 ,就 是 刑 用 上 述 方法 讨论 了 (1 的 正解 的 存在 性 ， 

问题 《1) 的 正解 的 存在 性 强烈 地 依赖 于 函数 世 T0, 十 co) 一 了 
在 零 虞 与 无 穷 远 点 的 行为 。 记 丸 旺 

{人 = Ma {x€ 0) 
开 一 必 CrE dD) 

的 最 小 特征 值 ,不 少 文章 (如 [Lio1, [FLi]) 考虑 了 以 下 情形 : 

1” 次 线性 癌 题 , 即 


Bm inf £0 > 


lm ub 2 二 
2” 超 线性 问题 

KD 
要 


Jjim sup 
人 


* 1 


lim inf £2 > 


3” 在 零点 是 次 线性 ,在 无 穷 远 是 超 钱 性 的 ， 
jim inf £2 > 


lim sup 1s) > 沁 
J 号 


对 于 情形 1”, 可 利用 上 、 下 解 方法 来 讨论 ,对 于 情形 2" 和 3*， 可 
剧 用 度 理 论 与 变 分 法 并 结合 上 ,下 解 方 法 来 讨论 ,其 中 关键 性 问题 
忌 候 几 的 先 验 估计 ,关于 正解 先 验 佑 计 的 讨论 可 见 [FLN]. 

情 助 问题 《2》 外 的 右 端 打数 了 不 一 定 具 有 光滑 性 ， 若 要 求 关 
请 狂 则 要 县 接 邯 碟 问题 《1)， 这 时 常用 锥 映射 的 麻 理 论 来 讨论 它 . 
CK 是 Banach 空 | 有 8 中 的 闭 锥 ,上 映射;:K 一 天 就 是 锥 映 映 。 潜 
于 锥 足 射 的 度 理论 可 参见 [Che1. 它 的 应 用 可 见 [FLN],[Dan, 1， 
2], 

若 取 基本 空间 号 一 证 KQ), 内 积 


(u,v) 一 | .ve vodz 


相应 的 模 
lalls 一 MV Cn, #) 
在 所 中 定义 琵 通 
PE = Tn) — Lm) 
其 中 


Vor) 一 = Cw, WW) 
TNH) 一 | Flu(Cx) dx 


Pln) 一 | jisyds 


在 一 定 条 件 下 ,例如 
1€ CRY, lHD| EM WwéR') 


"31d4* 


出 
1? wkx) 是 边 值 问题 
人 三 人 一 1 (x€ 0) 
由 一 站 (x€ D9) 
的 古典 解 二 > stx) 是 本 习 ,…) 的 临界 点 则 
vA wrx = 0 (vveé HY 
这 里 本 的 导 算 子 
VA, Mp = Cy, 0) 一 |, fintx) etx)dx 
2” 各 (24,)》 在 中 二 在 在 最 小 值 ,最 小 值 点 即 是 多 2， 的话 
界 点 ;从 而 也 是 边 伪 写 通 (47 的 古典 解 . 
求 演 亿 问题 (4) 的 艇 有 即 求 于 以 ,") 的 临界 点 ,而 
Fa, nos Tn AGCn) 


(4) 


其 中 
Tmdv = CH, Y) 
Grayz 一 | Ce)e(e)dz 
iv): 天 一 百 ” 一 刀 是 恒 同 算 子 
GO}: HH 一 1 一 HH 是 紧 算 于 
问题 变 成 了 求解 方程 
yA, #) 一 Ta 一 2GCCU = 0 
Banach 空间 中 含 紧 算 子 的 度 理论 提供 了 解决 此 隔 题 的 一 种 方法 ， 
假设 f 满足 ， 
Cf) feE CLD, +o0), HO > 0. 
(fy) B00 
《 一 1， 2 二) 
{《 有 max {FH IOS Eo} < Ra 
【是 一: 2 了， #4), 
[Hes] 证 明了 弛 污 0。 当 % 记 和 时 (4) 至 少 有 2m 一 1 个 正 
解 。 


= 15 * 


证 明 的 方 医 是 ,引进 各 助 问题 
一 An fy) (xE 中) 
xz =- 他 (rt Ho) 
其 中 
0 (Cn < —1Y) 
宇 0 Clu< 0 
fC = Hn) CORn 人 Ea) frEC’ 
0 (Ca HE dt 
0 Cn ok 
先 由 变 分 法 证 明 存 在 m 个 正解 ， 再 利用 度 理论 讨论 临界 点 方 
程 
A 二 了 一 CC 一 0 
证 朋 存 在 另外 tm 一 1 个 正解 ,其 中 


Ga) 一 | 天 (CCC TY 
习 题 七 


7.1 设 口 一 长 , 川 = + < j 是 8 中 的 单位 加 ,对 给 定 的 六 -Re 
技 定义 或 度 的 性 质 求 dC1, 50, 9): 
1 KAD, ) 2 KD ) 


3 ks, 7) =( [?| 一 = ) 


Ty 

7.2 证 明 小 扰动 原理 ; 设 5 一 E 是 紧 算 于 ,8 一 1 一 和 ~! 一 

Fs HEECOQY, 9ED C90}, 若 对 Yu € B80 有 | 上 Fw 一 Ful| 志 [2wj], 则 
ds, O00) 一 A D0 
7.3 设 线 性 紧 算 子 4 不 以 1 为 特征 值 。 令 
Faw = (To ACH — We) 
Um) 一 了 | 一 sl 由 < 对 

其 中 心 是 百 中 的 一 个 元 索 。 证明 


s 1] 


dy Uatn)s 昌 ) = HO — A) 
‘提示: 利用 定理 7.2.6)， 
7.4 设 4 是 sxs 短 阵 , 其 特征 性 全 此 非 雯 实 煞 ,对 Yu ER 令 Bu 一 
Awn， 上 CR” 是 有 界 开 区 城 、5 & 20， 亲征 
(0, 9, 8) 一 所 全 0) = —1) 
3 为 4 的 一 村 黄 特 开 值 秆 于 政和 ， 
在 题 7.5 一 7.11 中 设 好 是 = 维 Banach 空间 ，DCE 是 有 界 开 区 域 ， 
0o:9 EE” 是 连续 算 子 . 
+,5 若 对 YYx €69 和 EL[ly 十 co) 有 98ox 半 Ax, 又 98660, 证 明 
1” 了 一 0, 与 1 是 同 伦 能 ( 即 30(zs :Xx[L0, 1] 一 Br 是 连续 算 子 ， 
对 Yrx ed02, 3p elio,1] 时 Qtz, pO 并 有 Q(z 0) 一 【1 一 站 Dr OC%, 
DD =*); 
2” 天 89 则 8, 在 吕 内 存在 不 动 点 . 
7.6 若 对 Yr e882 和 和 AE€EC 一 00, 1] 有 x4 又 80, 证明 
1” 了 一 9. 与 一 1 同 伦 ; 
2” 带 8E0, 则 6 在 名 内 在 不 动 点 ， 
7- 了 利用 7.5 是 证 明 : 若 点 8 eg 对 Wx E82 有 0.xl 寺 和 xl oresy 
别 
df — Oo LD, 6) 一 了 
7.8 设 4 有 是 sxs 正定 重 阵 , 8 6 0, 对 YY* E60, rz 一 Dr 4x) 守 0. 科 
用 7.5 是 证明: 8 在 总 存在 不 动 点 。 
7.9 设 0, 将 32 映 入 FE" 的 真子 空间 Eos 又 对 Yx E00; AEL0, 1] 有 
Q,x#aA4x,。 证 朋 
1® dT 0 0 0) a do LOY. 
2” 有 取 定 xz* EENBo， fts0， 沸 虑 常数 算 子 Du 
Qer 一 xz 【YY 人] 
则 一 0 与 8. 是 同 伦 向 量 场 (其 38Cx, 让 :xf[n0s1] 一 E 是 连续 算 子 ,对 
Yr ed0, 当 PE[011 时 (zsp)s9 并 有 Q(x, 0) = Oor, O51) = 95), 
3° d(T — Oo 08) 一 0. 
17,0 设 0 将 390 映 入 可 的 真子 空间 Bs 及 对 和 x E80) 有 全 #3 
Hoox| 守 lx，85589。， 利 用 7.$, 题 证 明 
di — Oo BB) =0 
3.11 这 中 ， DC 是 有 界 开 区 域 ， 0g ea., C0, 忆 诬 印 将 BY 


» $i7* 


台 , 映 入 Er 的 真子 空间 包 ， 营 在 60， 上 上 满足 则 ,x] 所 和 ,向 在 989: 上 

满 吓 49,2 宇和 利 用 7,7 题 ,7.10 是 及 度 理 论证 明 ; 在 闭 区 域 5\20, 上 

业 ， 圣 少 存 在 一 个 不 动 点 。 

7.12 设 jec(lo，!]xR'xR'， 和 考察 边 值 间 题 

人 w= AJC#, ws, H') (7.1) 
uO stl) = 0 

其 中 参数 1e[0 1]， 取 Brnach 空间 

Ew {ul| wz) ECEO, Ly #0 = 0 stl)} = 0} 
对 Yu EE 定义 范 数 le 一 nas nC)| 十 max I*(x31。 记 


位 ?mm 
“Oy Em et mE 疙 
的 Green 育 数 为 GCx， 各 。 记 
Gx 一 { GCs, NCE, «(8), CE))a§ 
证 明 

1” 避 在 中 是 紧 算 于 ， 

2” 车 对 7Y4€10，1]，(7.1》 的 和 解 有 一 致 的 先 验 佑 计 ; 即 存在 常数 
N>0， 当 At[0, 1]， 车 是 《7,1) 的 解 上 时 必 有 [< 对 ， 则 对 Y4 e190， 
ly《7.1) 必 存 在 解 . 

3 蒂 泪 “ lo, :1, 和 EER,hER! 时 Hx, Hs p) 有 界 ; 则 对 YA [0, 
1]，(7.1) 存在 解 ， z 

在 题 7.13 一 7.18 中 考察 边 信 癌 是 
—An 十 gC} 一 FE , 
n=m0 (reag》 G2) 
其 中 。 为 正常 积 ，4 宇 3 为 柯 数 ，9Cs) E CH)，gC9)>>0 CE 全 ) AD 为 
参数 。 
取 旺 一 c(t)， 由 
一 各 十 gz 天 二 和 
al Cx EOD 
在 5 中 定义 一 个 紧 算 于 一 Gn， 则 《7.2》 等 价 于 
# = A — 
突 成 


WW = Tm 


中 和 


寺中 Tn = Xo 一 4G 心 克 = 二 了 一 闻 ， 
一 A ds Cr ED) 
n=0 (redny 
的 全 体 牧 江 作为 
本 
7,13 证 明 存 在 一 个 去 
PRCD) = (ulu€E, | < R} 
当 telo, 1} 时 
—A 二 a A ol Cs€0) 
Le = OD Cx Ed0) 
即 
和 了 一 
在 所 Wat 的 中 无 解 。 
7.14 证 上 明 了 (再 ，PRCay 人 一 1 
71.15 设 是 (72) 的 任意 解 . 求 当 “一 咱 时 了 的 导 算 子 DT 
7-16 设 和 <4<1， ee 是 人 .22 的 非 堆 解 。 证 明 线 性 特征 值 问题 
{人 + [qtr) + ap] 到 He 
wlan 一 站 
的 最 小 特征 值 me 一 4。， 首 证 是 在 问 内 恒 正 或 恒 负 。 
7.17 潭 用 特征 信 的 比较 原理 (包括 ,车 #z1。， 则 
—HAr 十 Hx = 有 
las =0 : 
的 沉 一 特征 值 不 小 杆 tn 二 1 时 的 最 小 特征 值 准 及 度 理 论 , 证 明 ; 车 和 < 声 
4<4, a 是 避 .2) 的 全 意 非 罕 解 ; 则 is*， 多) 一 工 
?7.18 设 久 <4<4,。 证 明 弛 .2)》 内 有 三 个 解 : 零 解 ,一 个 正解 ,一 个 


* 319 > 


第 八 章 ”平衡 解 的 存在 性 与 分 又 问题 


一 一 相 图 法 
当空 间 蛮 量 是 一 维 时 ,反应 扩散 方程 
On _ Hu 
B1 Ox + fn) 
的 平衡 解 方程 是 二 阶 保 守 系 统 
nx) ur)) = 0 


我 们 普 利 用 根 图 闺 进行 过 详细 的 讨论 ， 本 章 将 利用 相 图 法 讨论 含 
参数 的 分 叉 问 题 : 
他 + 0 AAO) 


E 
#0) = u(r) = 0 ” 
和 
{tO (sl <) (DD 
直 十 也) 一 0 


这 里 区 间 长 度 工 是 参数 。 上 述 4, 工 均 为 正 数 , f 至 少 韦 续 ， 
相 图 尘 具有 交 何 直观 性 ， 得 到 的 是 全 局 分 叉 的 确 坊 结 果 : 对 
于 给 定 的 参数 可 以 知道 它 有 且 仅 有 几 个 解 。 


8.1 一 般 原 理 
我 们 假设 fE C2， 先 将 
i 十 1 一 0 C1.1) 
尼 成 等 价 方程 组 
# 一 多 
| _ Cw) (1.2) 


求 出 第 一 积分 


+ 3 


= w+ AF(CW) = 4E C1.3) 
其 中 三 为 常数 ， 
FlWY = | 其 中 


(1.2) 的 相 图 依赖 于 jw) 的 具体 形式 ,为 了 方便 ,把 > 看 成 
“时 间 - 变量。 对 于 边 值 疝 题 《D 的 情形 ， 所 求 轨 线 必须 是 从 vv 四 
上 一 点 ?再 回 和 到 sv 加 上 (同一 点 或 另 一 点 ) 所 需 时 间 正 好 基 =， 如 
图 38-1.1 所 示 ，。 


图 -l,l 


从 了 点 (除去 原点 ) 出 发 的 轨 线 T(p) 有 以 下 两 种 : 

《1)》 从 正 ( 负 ) vr 轴 上 一 点 ? 沿 闭 轨 转 琐 回 到 P” 点 ,这 时 
w(x) 在 《0, xz)] 恰 有 (2 一 由 个 霉 点 ,#0) 一 0C#(0) 过 0) 《一 
1,2,-……) (图 8-1.1(a)，(b)). 

C2》 从 正 ( 负 ) vv 轴 上 一 点 了 洛 闭 轨 转 友 转 后 ,又 转 半 轿 到 位 
《 正 》v 轴 上 的 对 称 点 (全 一 0,1,2,-…")《 见 图 8-1.1(c)); 或 从 正 
《 负 ) zz 轴 上 一 点 沿 非 闭 辆 到 全 (下 ” 轴 上 的 对 称 点 (相当 于 X 一 0 
x 图 8-1.1(d)，(e)), 

设 T(p) 对 应 的 积分 常数 为 且 , 旭 (1.3) 成 立 ，TCp) 与 正 、 负 


= 321 " 


# 孝 的 交点 的 坐标 分 别 是 《mt 五 )，0。《m 下 五 02， 则 
Fim(E)) EE (mlE)> 0) 
Ftm (EE—E (m_(E)< 0) 

当 扣 位 于 vz 轴 ( 不 是 原点 ) 财 ,5 之 0， 因为 


并 代 
V2 VE — Fn) 
所 以 轨 线 从 正 ” 井上 一 点 到 正 # 轴 上 交点 (mB》， 0) 一 次 所 需 
时 间 是 


一 dr 


TE) ~ (21)-+ 人 LE — F(u)]-3dn (1.4) 
从 人 负 w 轴 上 交点 虽 正 vw 轴 上 一 点 一 次 所 需 时 间 是 
T_CE) = (22)-1 | [BE ~ PONT tdn C1.5) 


吧 要 CmCE), 0，tm_(E), 0) 不 是 C1.2) 的 奇 点 ,积分 C1.4) 和 
《1.5) 均 玫 侣 ， 

由 上 述 讨 论 并 利用 对 称 性 我 们 得 到 ; 

由 《1.1) 确定 的 w(x)， 车 满足 w(0) 一 0, w(0) 一 V24E 
(或 一 W248E ) {E00)， 则 w(x) 一 0 的 充 要 条 件 是 , 已 满足 
下 列 条 件 之 一 


ATHCEY + AT_CE) 一 = C1.64Y 
RATACEY 十 【下 一 1)T.C(E) = = C1.7k') 
4T-(E) 十 KR DIE) ~ C1.7k-) 


若 对 某 个 不 1， 互 满足 《1.6&)， 则 wlx) 在 (0,*x) 恰 有 
2 一 工 个 零点 。 若 五 满 足 (17 妈 )， 则 ws) 在 (0 惟有 2 一 人 
个 零点 。 当 瑟 满足 《1.7 寻 )《(1.7 7 机 (0) 之 以 开 0)， 

当 碧 一 0 时 可 类 似 讨论 . 

河 题 变 成 了 对 f 加 上 什么 条 件 , 方程 (1. 6 和 (1.7 术 ) 对 后 


中 也 必用 二 


有 解 。 

我 们 加 《1.6z) 和 (1,.7#*) 的 左 端 为 "时 间 ” 涵 数 ， 

有 时 我 们 也 把 从 ”> 轴 上 p00, 9 点 出 发 的 轴线 与 轴 第 一 次 
青 交 所 需 的 时 间 T (9) 称 为 时 间 函 数 , 由 《1.3)，1 与 互 满足 
1 = 外 五 
2 
丰 贞 

T+(E) 一 二 了 (V24B) 


T_(E)= 二 7( 一 W21E ) 


车 记 初 值 间 是 
人 十 2 大 地 一 间 
HOT 一 0。 wl0) 一 是 
菩 解 为 wx(x, 的， 则 
Tt) = inf {x > 0 wr, nm) = 0} 
出 轨 线 的 对 称 性 显然 有 
uATO), 5) 一 — 
为 了 讨论 方程 《164)， 《1.7 寻 ) 的 可 解 狂 , 要 对 时 间 函 效 进 
行 分 析 ， 主 要 分 析 以 下 问题 : 
1” 时间 函 数 的 定义 域 与 光 诊 性 . 
2” 时 间 函 数 的 单调 性 ， 
3* 时间 函数 在 定义 域 边界 点 处 的 极限 什 ( 往 往 时 间 了 丙 数 的 
人 导 域 与 它 有 关 )。 
关于 时 间 函 数 的 定义 域 与 光 清 性 有 如 下 一 般 结 论 . 
定理 8.11 设 16 C, 记 了 (4) 的 定义 域 为 名, 则 锣 是 开 
的 ,，T: 多 M0} 一 BR!' 是 C7 的 。 此 外 对 任意 n€ 2 (01， 
TO wT ON) 9) 
证 明 设 mw 名 \{0} 且 
To To) 一 inf{lx > Olutrsn0) = 0} 
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因 myrs ao = 一 而 关 和 ， 由 隐 贡 数 定 理 知 ,存在 唯一 的 加 邻 城 
上 的 0 国 数 rin); 
Tim) 0, err 一 
由 解 的 连续 依赖 狂 定 理 :在 加 的 充分 小 邻 域 ; 
TD 一 TI) 
因此 多 M0} 是 并 的 ,，T 了 ;多 NM0} 一 Re 是 0 的 
由 #《TQD 一 0 及 wz) 一 一 ?， 立即 得 
HTODS TOD tt HTOD, 有 一 0 
TO = TI), a 
延 毕 ， 
后 面 给 出 一 些 例 子 , 通 过 分 析 时 间 函 数 ,给 出 过 和 值 半 题 的 分 允 
结构 ， 


8.2 时 间 汞 数 是 单调 的 情形 


本 节 利 用 一 般 原 理 讨 论 分 叉 问 题 (D， 假定 f€ CR') 并 满 
足 
1° 其 0 一 0， f(0) > 0, 


20 lim sup 0 < 0， (2.1Y 
es 


3° sign ff’ (1) = —sign tt。 
由 很 设 索 件 知 ,存在 唯一 的 ss 和 9-_, 使 得 

(1) 一 Se < Oa sign fn) = sigo# (a_ < 
#0 8+ 一 十 0 或 Kart) 一 9 (s+ 有 限时 )，6- 一 一 0o 或 
ie) 二 4 (a_ 有 限时 )。 

(2》FCw) 在 [0， ar)》 严格 上 天 ,在 ta-，0] 严格 下 降 ， 
FOO = 0, FOD > OCwE Ca, 01), #0), Em Fu) = Er 


‘0 Es < 十 ca， 
(3) F 在 [9 ,q+》 有 反 锯 数 mi:L0,Er) -> [0,0+), 在 Co_,01 


* 2 


有 反 函 数 mm :[0. EF_》 ~ (a. , 0]. 
《4) 下 《07 一 茂 0 一 0， 关 《0 一 六 的 >0。， 有 《as) 一 扰 oz》 一 
0， 开 《cx) =— fa) < 0， 
现 不 妨 设 ea- ，s+ 为 有 限 数 ,于 是 《1.2) 有 奇 点 
《0 的 《中 心 关 《e+ 0) 和 (a-, 0) 《 蒜 点 ) 
当 Fla) 所 FE4c+) 了 时， 其 相 图 如 图 8-2.1， 其 它 情 形 的 相 疼 与 
此 有 了 明显 的 不 同 ,但 不 影响 我 们 对 间 题 的 讨论 。 


图 8-2.1 


由 (1.3) 及 相 图 知 , 我 们 只 须 考虑 
OEZma XE., 五 + 
的 情形 。 为 了 讨论 方程 (1.6t)》 和 《1.7 娃 ) 的 可 解 性 ， 先 讨论 
Ti(E) 的 性 质 。 
令 - 
Flw) 一 EsinmftuE CD ;0:)) 
Eb 
p(w) du — 2E sin Ocos0d0 
于 是 
1、- 二 FECwy 
TB 一 (到 | FS® 
对 TAE) 也 有 类 羽 的 表达 式 。 
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引 理 821 TaE) 在 (0,E4) 可 微 且 
E> 0 {OE Es) 
多 此 ， T(E) 在 《0， Es) 严格 上 升 。 


证 明 
<74:CE) 
dE 
仁 上 二 (下 2F(F Cn) 名 8 
FC) 
PC) — 2FCOAOF"(CNY 
~ (4) 下 ib) 


(2.2Y 
FN) — 2F CF’ Ko] 
好 禁 


一 Fa >0 (OW) 
[LF ON) 一 2FCHOF (HW) lr 一 个 
于 是 
Fu) — 2PCYF"CA) > 0 CWE C0, 24)) 


从此 守 4 > 0 (Ee (0, E64)), 阅 理 可 证 男 一 结论 ， 证 毕 . 


引 理 $22 lim TA(E) 一 


a 
其 中 a 一 了 《0). 
证 明 同 引 理 不 3.6， z 
引 理 8.2.3 lim T4tE) 一 十 oo ， 因此，Ta(8) 的 值 域 是 


二 ，-Hoo }. 
(5 ) 
证 有 明 对 TxtE) 给 出 证 明 。 
先 设 a+ 一 十 oo ， 则 对 任意 weE (0, 二 0)， 信 0) 这 0 


下 于 2 看 二 


in inf KO > 
再 由 条 件 《2.1) 中 的 2° 可 得 
liim £40 = 0 lm Ey 吧 站 


还 因为 im 故 &9 ~ 7(0) > 0， 所 以 存在 p 一 sup 攻 风 > 0.va， 
0 8 pnE (0, 十 co) 使 得 0) 一 et。 条 件 《2.17 中 的 
3°, 1° 表明 作 在 (0, 十 oo) 单调 下 降 , 于 是 当 0 亏 w 必 加 时 


1(4) > eu PC > 请 gm 


上 辣 侣 lm ES -一 -一 一 0 得 到 3 站 E [机 ,十 oo。 当 0 之 藉 之 证 时 ,Ke 


> 二 so， 而 FD ~ 二, 令 厂 一 FCE), 则 由 (1.4) 得 


TE) = 《2 | 一 F(]-sde 


再 为 了 HE) 是 严格 单调 上 升 的 ， BEB<E<Et 时 


T(E) > 一 一 一 
) 2 - 记 去 
看 
租 着 e+ 二 十 co 的 情形 。 因 为 《e+ ,0 是 奇 点 ,所 以 
TCE1) == 十 co 
由 解 对 初 值 的 连续 依赖 性 得 Lm Te(B) 一 二 oo， 证 举 . 
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由 了 x*(CE) 的 性 质 可 得 

定理 &24 设 Lo 一 PP (Cn 一 1，2,'…*)， 则 对 每 个 
# 之 1， 存 在 两 个 函数 8E# 分 别 把 [1-.， 士 o) 连续 映射 到 [0， 
BE:), 并 具有 下 列 性 质 : 

1” 对 任意 整数 万 守 1 和 4€ [lx 十 00),E 塌 ,C4%) 是 方程 
《1.7#》 的 唯一 解 、 

2” 对 任 帝 整数 守 1 和 XE Dh, 十 00)， ENC4》 二 ECAY 
是 方程 《1.6%) 的 唯一 解 ; 

3° ECA) = 0 {n=1,2,3,...), 

证 明 例如 , 令 

TOE, 4) — RTECE) + (KR— IT#ECE) 


当 0 < < 4 时 值 域 是 | 人 《于 2 关 +o0 )， TEE,4) 对 E 严 


2 VICON 
格 单调 上 升 ， 当 1 > 2 时 他 《一 JE 一 三 < 十 oo， 当 一 1 
2 WO 2 
时 二 Dr 开办 此 存在 唯一 的 EK_,(14) 满 足 TCE.,(1)， 
2 wFCO)E 2 


2) 一 二 即 (1.74+), 目 B 翅 (1xJs) = 0。 其 余 类 似 可 证 。 证 毕 ， 


由 上 上 述 讨论 我 们 最 后 得 到 . 
定理 8.25 设 (2.1) 成 立 , 则 对 和 任 兹 nn 宕 1,4€ [4%,， 十 0)， 
边 全 河 题 《TD 有 解 pitx ,4) 满足 : 
1” 中 sx， 14-) 一 0. 
2” 当 16kas 十 oo 时 :optixy 1 在 xE[0,x 上 恰 有 = 十 
1 个 零点 
0 一 ri) < xt) x) = 
并 且 
per, 4) > OrE (D, rt))) 
patx, 4) < Ox ECO, xD 
lpitx, 4)| < max (la_ |, or) 
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3° 当 -> rE 《0， x) 时 pitx, 1)€ (0, +), 
pi (0, > 0, prlr, ME Co,0), pr C0, 41) < 0. 
对 任意 4€10, 十 00), 边 值 问 题 (DD 无 其 它 非 零 解 。 


8.3 时 间 函 数 是 非 单调 的 情形 


现在 我 们 考虑 另 一 个 边 值 问题 

i# + fw} = 0 

1 一 人 8. 

其 中 成 四 一 一 人 一 aa 一 下 fa 一 2 (之 5 二 cy)， 这 里 

是 分 玉 参 数 , 它 出 现在 区 启 的 端点 。 这 一 点 与 (1) 没有 实质 性 的 
差别 ， 若 令 了 = 二 上 Lx, 则 《317) 化 成 


地 + Lij(n y= 人 0 
dy (3.2) 
i 土 1) 二 上 0 


变 成 了 分 叉 参 数 工 出 现在 方程 中 的 情形 ,考虑 (3.1) 和 (3.2) 都 是 
一 样 的 ， 
方程 式 ww 十 1w) 二 0 的 等 价 方程 组 
My | 
E. — Cu) (3,3) 
的 第 一 积分 是 
= m+ PH) ~ E, F(y) 一 人 Fe 


奇 点 是 

Ca, 0) 一 -一般 点 ， 人 ,的 一 一 中 心 ,《c， 0 一 一 鞍点 。 

边 值 问题 43.1) 的 分 及 结构 与 奇 点 的 位 置 有 关 ， 下 面 考察 几 
种 情形 ， 

《一 2 一 0 的 情形 . 

车 fy 一 一 wa 一 bn 一 eo) 0 到 上 < 妇 <c)， 且 


上 于 2 人 


| f(u)du > 0， 


贴 《3.3) 的 相 图 ,如 终 8-3.1 所 示 。 
从 视图 中 我 们 立即 看 出 : 
K1) 者 《3.1) 有 非 零 解 ,只 可 能 是 正解 、. 
《2) 设 v 轴 上 4 点 出 发 的 轨 线 当 : 一 十 oo 时 趋 于 “ 轴 上 的 * 


点 ,此 轨 线 对 应 的 积分 常数 E44 


过 鞍点 《0:07 的 轨 线 对 应 的 积分 常 
数 五 一 0， 我 们 只 须 状 察 积 分 常数 


E ( 0O<E < 二 ) 所 对 应 的 轨 线 . 


从 v 轴 . 上 原点 与 4 点 之 间 的 任 
图 83,1 意 ”点 (对 应 积分 常数 为 五) 出 发 的 

轨 线 交 *“ 轴 于 m( 忆 ), 于 是 得 时 间 函 数 
T(BE) = 人” Li {3.4 


0 V2 VECACEY — FCW) 
显然 , 当 E 0+ 或 BE 一 全 一 0 时 TCE)-* 十 oo. 这 表明 :， 当 


0 一 下 一气 时 ,T(E) 不 是 单调 的 , 它 一 定 有 最 小 信 记 为 Ke， 当 
工 一 Lo 时 (3.1) 无 非 零 解 , 当 二 > Lo 时 《3.1) 至 少 有 两 个 非 零 解 
《正解 )。 

为 了 确定 解 的 个 数 ， 需 要 进一步 研究 T(E) 的 变化 ， 可 以 证 
明 : ”T(E》 恰 有 一 个 临界 点 EMT (Eo) 一 0)， 它 是 最 小 值 点 ， 
TBEoD 一 Lo。 这 就 是 说 ,了 一 T(E) 的 图 形 如 图 8-3.2 所 示 ， 而 
不 是 图 8-3.3。 . 

由 图 8-3.2 可 得 : 当 0 < 了 工 < 之 L。 时 * 三 0 是 (3.1) 的 唯一 
解 , 当 工 一 Lo 时 (3.1) 有 唯一 非 霍 解 ( 正 解 ), 当 三 > Lo 时 (3.1) 
恰 有 两 个 非 零 解 (正解 )。 对 任 冲 工 盖 0，x* 二 0 均 是 (3.1) 的 和 解 ， 

现在 我 们 证 明 : 


雪 才 耶 疗 三 


了 了 


T= TE’ 


图 8-4,2 图 $3,3 
定理 8.31 设 s~0, 则 当 0 之 E < 分 时 TCE) 恰 有 一 个 
临界 点 即 最 小 全 点 ， 
证 明 “只 须 证 明 TCE) 至 多 有 一 个 临界 点 。 


四 六 
FiIm(EDN = E, b<mE)<e 
FmE)): mE}=1 
所 世 (8) > 0。 
令 = CE), 


SC 一 ds 
) | ~ F(xw) 


则 

TCE) = -i SCmCE 

) 3 mE)) 

TE) 一 7 So)m'CE) 
因此 只 须 证明 5(e) 至 多 有 一 个 临界 点 .为 此 只 须 证 有 明 ;: 若 ge) 到 
0, 则 Se) > 0, 

作 变 量 赫 换 ww 一 asingp，、。 并 令 

Ga) = Fm) — Plasinp) 

则 


二 要 


Se) = | 全 cos 全 


可 计算 一 阶 和 二 阶 导 数 得 


到 
29' (C0) 一 | GRI2G — aG’ J] cospdp (3.5) 


25"(0) 一 f° {ec™* | 三 G26 一 <c?| 
+ GG 一 2G”]} cospdg 


扯 (3.5)、 
| _ [2 F(ay) — afloe)] — [2F(w) — wfCw)] 
25 一 | [ Re) 一 FT 2 


人 Ho) — Hn) 
ex | [Fle) 一 FOA) I dw ‘3 6) 


总 


因为 
Br) 一 2Ftx) — xftx) 


-e+ 
OF'(x) — 2 lz 一 < 二 | 


所 以 当 0 <aS 时 Sell < 0, 当 “> 全 (s+) | 
fa) > 0. 
st 和 2 . 
一 本 他 十 5， 8《o) 一 0, 则 对 此 “有 


28 Ke = 2k5'C0) + 25° to) 
其 中 天 为 任意 常数 ， 于 是 


25"0) = { [em (6+ kG) 
. (2G 一 a6GD + GG’ 一 «G6") | eospdo 


= 3324 


令 允 一 三 ， 则 得 


eic 的 ce- 


+ GO CO— aG")| cos pap 


了 
> | GO’ 一 aC cospdp 


G 一 0) — fosin gy) sing 
G* 一 fa) 一 六 csiagysinzp 
内 此 ， 


28"(0) > | c-[Ka) 


— flosing)sing — af (a) 
+ af fasinzgp ysinzo ] cos 全 dqp 
— Lt EFCo — FI” 


| 


* [od C0) 一 O01) Jdu C3.7) 


x0 C4) 一 wf x) — x x) 一 2x3 (x 和 + <) 
(xD) = se |s —2 +0 | 


y 一 xxz) 的 图 形 如 图 8-3.4 所 示 。 于 是 
29o 站 
证 毕 ， 
(二 ) 全 的 情形 。 
若 信 让 一 一 (一 aa 一 8 一 cJ 0 一 as 一 5<cy 且 


| Ka > 9, 两 (3.3) 的 相 图 如 图 8-3.5 所 示 ， 


"33"* 


转 3 图 R33.9 


设 o 轴 上 8 点 出 发 的 轨 线 当 : 一 十 oo 时 趋 于 《ec , 0)，9 点 出 
发 的 轨 线 当 :一 十 co 时 趋 于 Ca,0) ,分 别 对 应 积分 常数 一 ， 


E = , 过 原点 的 轴线 ,对 应 于 互 = 0， 我 们 只 须 状 虑 积分 常数 


0 一 了 一 此, 旦 一 BE < 
2” 2 2 
对 应 的 轨 线 .显然 ,时 间 函 数 (3.4) 满足 
Em T(E) 一 0， lm, T(E) 一 十 oo 
lim T(E)=+% 
下 面 进 一 步 分 析 时 间 函 数 T(E)。 如 同 前 面 一 样 ， 只 须 分 析 
Sta}, 
元 设 
p< 
2 之 
车 5te) = 二 8， 则 由 C3. 人 9, (3.72 得 


25" (0) ~ SCo) 


> 这 | [F(ey — FODT™ 。 [pe) — pln) ld 
其 中 
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g(x) = #0 0) — O17) = 2 (: — 和 a) 


其 中 og 一 和 十 十:, 于是。 当 “2 人 os0<w<a 时 
plo) 一 PCD > 0 
本 
Sa) 一 So 一 一 So) > 0 


因此 , 纪 < 忆 < 二 : 当 n 沁 二 = 时 T(E) 至 多 有 一 个 临界 点 。 


当 ce 一 了 了 时 ,直流 考察 了 T(E)， 把 时 间 函 数 分 成 两 区 


TIE) = T(E) + TCE) 
TCE —™ "4 
) | 2 WE— Fin) 
TEY — 人 -- 
}. V2 VECOGnCE)) 一 FOn) 
os 人 . dw 
~ V2 VECm(E)— a) — PF(Cw) 
其 中 FCw) 一 Flw + 0). 
令 几 二 5 一 9， 则 (3.1) 化 成 
全 + fwy)= 0 
w(t a 
其 中 fw) 二 fw 十 一 一 ww 一 C6 一 a)l[w — Ce — oa)], 
它 从 纵 负 上 出 发 的 时 间 冰 数 基 
人 (EY) = | 
V 2 VPCm(E) — a) — E(w) 
其 中 BCw) 一 | fs 十 o)4ds， 易 证 
EmCE) — ao) — Fw) = Fm(EY — a) ~ FCOwY 


3 


0 


所 以 
FCE) = TEY 
由 前 一 种 情形 的 讨论 可 知 , 当 


= 一 “< 了 [一 人 +(c 一 可 ] 
即 “一 工作 十 c) 时 人 (5) 是 单调 下 降 的 ， 
证 so< 当 “一 了 (Ce 二 二) 时 有 ac 一 一 (8 十 <)。 


于 是 YT:CE》 是 单调 下 降 的 ， 漠 然 ，T《E》 蚌 革 调 下 降 的 ， 因 此 
T(E》 是 单调 下 降 的 ， 这 就 证 朋 了 了: 
定理 8.3.2 设 0 天 “< 七 (5 十 c) 《ee 一 5<c)， 则 闪 
入 一 BE 一 么 
2 2 
时 TCE) 怡 有 一 个 临界 点 即 最 小 慎 点 ， 
现 设 
0<E< 乡 


当 0 之 w 之 4 时 ， 
1(#) > 0, F(H) > 0, FD > 0 


于 是 
了 [Pagty — 2F(CWF" (Cu) 
a 
一 一 2PFfDf (#) < 0 
LF — 2FCAOF CN)] | 
一 —2Fta)f(ta)>0 
由 此 得 


FN) 一 2PFKeDE CN >0 (Ow oa) 
再 由 忆 .2) 得 到 
dT{(E) -> 0 
dE 
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因此 我 们 证 明了 : 
定理 83.3 设 0 之 a 之 5 之 0. 刚 当 0<E < 时 TCEY 


是 严格 单调 圭 开 的 . 

车 定理 3.3.2 与 定理 8.3.3 
司 时 成 立 、 我 们 得 到 时 间 函 的 
图 形 如 图 8-3.6, 这 里 , 当 0 过 
王 < 工 | 时 《3.13 仅 有 一 个 正 
解 ; 当 工 一 Lo 时 (3.1) 公有 
两 个 正解 , 当 天 之 工 0 时 (3.1) 
仅 有 三 个 正解 , 除 此 而 和 下,(3.1》 
无 其 它 的 解 。 图 8 

关于 《3.17 更 详细 的 讨论 可 查阅 [SW ]， 

学 习 本 章 内 容 可 参看 [Fen], [CI 和 [SW 1]. 


84 评 注 


当空 间 变 量 是 一 维 时 ， 相 图 尘 是 讨论 平衡 解 的 存在 性 及 其 分 
， 及 结构 的 一 种 较 好 的 方法 ， 它 的 基本 原理 是 简单 的 ， 在 相 图 法 的 
具体 应 用 中 ,其 主要 工作 在 于 利用 分 析 的 工具 ,对 财 间 通 数 进 行 详 
细 的 分 析 。 

相 图 沪 主 要 应 用 于 讨论 保守 系统 #” 十 ja) 一 0。 当然 不 只 
是 Dirichlet 边 条 件 ,还 可 道 用 于 其 它 边 条 件 的 情形 。 

除了 铝 .2 与 和 .3 中 所 举 的 例子 外 ,在 IMT] 中 讨论 了 一 个 
非常 特殊 的 分 叉 问 题 

好 十 X88 一 下 一 必 
uC0) = uC = 0 


他 十 413 一 
#0) 一 二 门 一 人 


再 吉 科 了 二 


的 特征 人 14. 一 所 二 地 (一 0,1,2。…-) 


结论 是 : 

设 半 为 奇数 , 则 存在 唯一 的 一 对 解 《ay; 一 她 在 (0, 门 怡 有 # 
个 零点 的 充 要 条 件 是 4 之 4,(w 之 0)， 

设 纪 为 偶数 ,出 

1” 看 在 唯一 正解 ( 负 解 ) 的 充 要 条 件 是 41 加 以 二 0)， 

210 1 之 en (之 0) 了 村， 存在 唯一 的 一 对 解 lw 《0) > 0， 
#00) 二 站 ,在 昼 , 门 内 恰 有 2n 十 1 个 办 成 ; 当 % 和 志和 wots 时 没有 

3” 窑 在 唯一 的 在 (0, 门 内 恰 有 2 个 堆 点 县 0 > 盖 0 的 
解 的 充 要 条 件 是 4 宇 43，(n 守 1). 

4° 存在 递减 的 正 序列 UP 当 4 = dn 和 4 > hn 时 存在 唯一 
的 、 在 C0,1) 上 恰 有 25 个 零点 且 #00) 过 0 的 解 ; 当 4 二 4, 一。 
时 不 存在 这 类 解 , 当 和, 一 办 到 1 到 2 和。 时 说 有 两 个 这 类 解 。 

当 到 为 奇数 了 时 这 实际 上 是 58.2 中 的 一 个 特例 。 而 专 为 偶数 
时 则 不 是 $8.2 的 情形 。 

[Lin 1] 也 提供 了 应 胃 相 图 六 的 一 个 例子 。 

在 SW, 2] 中 更 简单 地 证 明了 , 齐 次 Dirichlet 或 Neumann 
边 条 件 下 ,微分 方程 六 十 世人 = 0 相应 的 时间 函数 是 Morse 函 
数 ,并 给 出 某 些 新 的 应 用 . 

[ACP] 利用 相 图 六 讨 论 了 退化 的 非 线 竹 扩散 问题 。 

[Lin，2] 利用 相 图 法 讨论 一 个 特殊 的 非 保 守 系 统 

Fa 
u(xy 
#0 = 0, ul)=1 

的 全 局 分 率 ， 这 个 问题 的 相 图 次 与 我 们 这 里 所 说 的 相 图 法 是 不 同 
的 。 

[zhQ] 臣 收 相 图 法 的 其 些 轧 权 ,利用 解 的 对 称 竹 与 单调 性 ,将 
一 个 菲 保守 系统 的 边 什 问题 


* 3 * 


Cw) 二 二 Ce ~ 


位 > 十 【《a 一 rn=0 
w+ 上 LL})=0 
的 求解 转化 为 证 明 算 子 存 和 企 不 动 点 。 
[BC] 利用 相 图 庄 证 明了 ,在 适当 条 件 下 ， 

人 二 了 二 0 

nO) = wl) = 0 
的 解 是 双 曲 的 。 若 # 一 ptx) 是 上 述 这 值 问 题 的 解 , 且 0 不 是 绕 
性 算 子 

vv + A (pir) 

的 特征 值 ; 称 q(x) 是 双 曲 的 。 


习 题 八 
8.1. 设 开 一 一 sa 一 有 一 中 【0< 二 区 0 
| fa)du0 
《1》 画 出 
a 0 
的 相 丁 . 
2) 由 相 图 你 能 对 边 值 问题 
a 二 Hiyao0 
C00y = wD = 0 UU>0) 
给 出 什么 结 论 ? 
8.2。 设 了 Ec5， 方程 


sw 二 1}= 人 0 


有 如 下 相 图 


3 


其 中 【es Dj (2s 0 (es 0) 为 系统 的 全 部 奇 点 。 上 岂 此 相 图 你 能 对 边 值 问 


是 
"+H =0 
{co, #0 = 0 (I>0) 
钴 二 全 去 结论 ? 
8.3. 设 参 数 Mfz0， 读 指出 边 值 问题 
”二 Ma 一 让 
(C0) = tax} = 0 
的 分 支 结构 。 
3.4， 设 Hn) 一 人 一 的 [一 直人 一 站 {Ocdcbee), 
上 其 ed 过 0 
证 明 边 值 间 题 ， 
w+ Cn} 0 
(0) = sl) = 0 (1>0) 
有 唯一 解 且 是 正解 ， 


8.5. 设 Ke) ECIR), b>0, Kb} = 0 fn)s0 (usb), Tn) <0 
{wx ECD 5]>。 东 证 过 值 癌 题 
w+ Hn) = 0 
《0 = =0 (i>0) 
存在 唯一 解 而 且 是 正解 . 
8 设 Cey EC(RY, ac0, ro) 一 0 FO C0 
xn EL[es0)J。 求 证 边 值 向 题 . 
”十 Ey) 0 
(wl) 0 Ci>0) 
存在 唯一 和 解 而 且 是 负 解 - 
8.7. 设 gCw) ECICR), et) 一 和 EC)a0 Cv Baea, 在 沁 与 
8 之 同时 9 (w) <0。 求 证 边 值 问题 : 
mt Ew) = 
CO) a wt 0 C0) 
存在 叭 一 解 
8.8. 设 fn) € CR) 5>0, 人 二 ) = 0, 拒 wA — BED (vib ), 
5。 求证 边 值 问题 . 
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a 二 一 日 
to) =0, WD) =« {>0) 
存在 唯 -一 能 卫 是 正解 - 


8#.9。 考察 方程 


PE ee PE | (AY 


及 边 值 闻 题 
x ns0 


Coy -= sm am 用 
其 中 4 <&!、 方 程 《A) 的 雪线 方程 是 
w= 2TE — FCxY) 


其 中 一 w， 
FEKey = [Gs 一 ds = 二 ws (Ex 一 n 


CB). 


从 正人 负 ) r 轴 上 上 出 发 的 轨 线 与 正 ( 负 ) ” 组 的 第 一 次 交点 是 (mC8)，0} 


{m_CE),D). 

C2》 夯 出 十 类 一 旦 一 0 的 相 图 。 

C2) 4>0 时 证 明 
0<miCE) < ( 0<E< 本 一 全 如 ) 
lim m AE = 0 lim mlCBY = A 
Ei+ BE 
dm EY 
> 

《3)》 证 明 


m_(E}< min(0, A 
lim m. (EY = 一 的 
上 == 


0, A 
lim w_{EY = 34, Ac0 
卫 


再- 一 个 十 


《4) 确定 时 间 遍 数 TACE) 与 7_(8) 的 定义 域 并 证 明 


过 


2(E) ).7 Cl 一 yl df 十 上) 一 mt 十 :1 十 :)] 


+ 341 = 


《5 证 明 7T4CEY 是 5 的 严格 增 函 数 ，T-(5) 足 E 的 严格 诚 函数 。 
《8) 证 明 


至 


lim TCOE} = — (A> 
im 《五 ) 7 (A>0Y 


lim 了 (KE me 十 oo (AE0) 
E04 


lm T(E) 一 十 co (4>0) 
可 -区 宣王 ~ 


lin T(EY = 0 
| 
《7 证 表 边 值 同 题 《B) 有 了 瞧 一 正解 的 充 要 条 件 是 : 4> 1。， 有 了 唯一 负 解 
的 充 要 条 件 是 A<1. 
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第 九 章 ”抽象 理论 一 一 解析 半 群 与 非 线性 
方程 的 初 值 回 题 


本 章 我 们 在 Banach 空间 X 中 研究 包括 党 微分 方程 和 许 确 半 
线性 扫 物 型 方程 在 内 的 一 闫 抽象 非 钱 性 微分 方程 的 初 值 问 是 
du 


7 十 An = ft, HH) 


u(t) x 
其 中 4:D(A) 一半 是 革 类 线性 笋 子 《 可 以 是 无 办 的 )， we 天: 
DIACX. 

先 引 进 必 村 的 工具 (解析 半 群 、 腐 形 算 子 .分数 窜 算 于 与 分 数 
半空 间 ) ,然后 讨论 抽象 方程 的 初 值 问题 。 

在 讨论 抽象 方程 时 , 先 讨 论 线 性 方程 的 初 值 问题 


Su 十 Ha fA 
好 


H(t0) 一 


然后 讨论 非 线 柱 的 情形 。 在 外 理 抽象 方程 与 具体 的 半 线 性 扫 物 型 
方程 的 关系 时 , 先 讨论 一 船 的 抽象 理论 ,然后 举例 说 明 ， 人 怎样 把 具 
体 的 半 级 性 抛物 型 方程 的 初 边 信 河 题 化 为 抽象 的 非 线性 微分 方程 
的 初 值 问题 。 

在 考虑 Banach 空间 X 上 的 旨 象 向 分 方程 时 ， 我 们 的 研究 对 
和 象 当 然 是 定义 站 万 委 计生 T(w 记 一 0，T 过 十 w%) 上 取 值 在 
的 抽象 国 数 式 DE XLVYIE [wn, T]1)。 机 孝感 民品 的 导数 ， 积 分 
等 等 ， 即 所 谓 Banach 空间 上 的 分 析 ， 有 关 这 方面 的 预备 知识 读 
者 可 参考 [Gu]. 


各 名 时 守 


9.1 线性 齐 次 方程 的 初 值 问题 与 C。 半 


设 革 是 Banach 空间 , 先 在 X 中 考察 微分 方程 的 初 信 和 问题 


2 十 AH 一 Bt 的 
dt (C1.1) 


MO) == + 


其 中 4 是 从 D(A}CX 到 XX 的 线 狂 算 子 ，x€ 区 是 人鱼 尊 给 定 的 ， 

定义 94.11 取 值 于 X 的 函数 羽 世 (之 0 若 

1” :空间 时 连续 ; 

25 #81 之 0 时 wz) 是 连续 可 微 的 ，wCDE D(A) 且 满 必 (1.1); 
则 称 “so 是 C1.1) 的 解 (古典 解 )” 有 时 记 作 w(s; x) 以 表示 与 初 
慎 > 相应 的 41.17 的 解 。 

引 理 9.1.2 若 对 任意 给 定 的 +€E X， 在 0 妈 : 近 十 co (1.1) 
有 唯一 和 解 wn(1,*)， 它 连续 依赖 于 初 值 x, 定义 TC 一 wn(1; x)， 
由 对 于 1 汪 0，T(D: 看 一 多 是 有 界线 性 算 子 族 , 满 足 ; 

1 T(0) 一 了 为 恒 同 算 子 ); 

2° 对 性 意 1 2 0, 

Tl + 5) = TCT(?) (1.2) 

39 对 企 意 xEX，TIOz 对 + 闻 0 连续 ， 

证 明 ”只 须 注意 , 若 sti; <) 请 足 

du 2) EA; x) = 8 
dt 
出 
dws sn) | Au(t + 14)—0 
AF 
再 利用 唯一 性 假定 妈 可 得 证 ， 


后 面 将 证 明 , 对 于 有 界线 性 算 子 族 T(z)， 满 足 (1.2) 等 价 于 
满足 
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1? 了 了 (0 = 一 了: 
2° Wt 了 0 人 二 人 (1.3) 
3° WT Vxre Xlim Tor = x, 

rit+ 


定 久 9.13 对 0 过 1 二 十 c0，T(D:X 一 到 是 有 界线 性 算 和 于 
族 ,满足 (61.37， 则 称 Ti 是 万 上 的 有 界线 狂 算 子 的 强 连 续 阅 群 ， 
简称 为 Co 半 群 ， 

这 样 , 我 们 立即 得 到 

引 理 9.1.4 在 引 理 9.1.2 的 条 件 下 ,，(〈《1.17 的 解 2 x) 一 
了 tf)x 确定 一 个 Ce 半 群 了 ()， 

讨论 (1.1) 的 解 与 讨论 Co 半 群 有 编 大 关系 。 我 们 的 目的 是 由 
4 去 确定 Co 半 群 TQ), 使 得 TGQ)x 是 (1.1) 的 解 。 为 此 ,我 们 
来 讨论 TC 的 性 质 . 

先 络 出 Co 半 群 的 一 个 估计 和 式 。 

定理 $15 设 TG) 是 Ce 半 群 ， 则 存在 常数 中 和 对 送 1 使 
得 

ITO Met > 0) 

还 区” 先 证 存在 n> 0， 当 0 雪上 TC 有 界 。 藻 
不 然 ， 则 存在 贡 王 0+， 和 T(ts 首 宇 n。 由 共鸣 定理 知 , 存在 xf 
X，IzT(o)xl 无 界 , 这 与 HimT()x 一 * 了 矛 技 了 。 因此 存在 M， 
当 0 之 1 之 TH 时 TC 有 志 计 . 显然 对 之 1， 

对 任意 1 宇 0， 有 :一 m9 十 5， 其 中 # 为 非 负 整数 ，0 三 5 一 
7。 于 是 

Tod = Tan + BN = BT CT"CO 
CMM*<M.M 
令 必 一 :InM， 得 
ITOON Me (1 2 0) 
证 毕 . 
定理 .1.6 设 TQ) 是 Co 半 群 ,， 则 对 wze 和， TCM 对 


= 节 。 


+ 闵 引 连续 。 

证 朋 max(sy1) = min(sy DD) + [一 +1|， 
记 

rmin(:,1), p= |:— 1 
则 max(s, 1 = e+ f, 
[Tr — TO)zl| = |Tta + Pr — 了 fax 
< | 了 (ep 人 KB)s 一 «| 

由 此 立即 得 证 。 

若 对 任意 *E 多 , (1.1) 有 唯一 解 w(5; x) 二 TG)r， 它 连续 
依 贺 于 xz, 则 它 确定 Co 半 群 , 且 


Cax TC 
df 


Hp T(t 十 “和 — T(r)x 
而 一齐 


人 Toxz = 一 4T(ns 


=— lim 
et 


引进 如 下 定义 : : 
定义 由 17 设 了 (oO 是 Cn 半 群 ,并 有 算 子 8， 


DIB)}= jzizs X, lim 4 一 存在 | 


Bx = jim Tl(A)x— x 本 了) 
四 4 起 dr 
(xé D(B)) 

称 B 是 Co 半 群 TC》 的 无 穷 小 生成 元 (或 生成 算 子 》， 

显然 ,B 是 线性 的 ,但 不 一 定 有 界 。 Bx 即 TC 在 :一 0 处 
的 右 导 数 ， 

对 于 Co 半 群 TCD 我们 将 证 明 ，TCn)x 在 1 = 0 右 可 导 保 
证 了 当 Yi 0 时 了 (DOxz 可 导 . 

下 面 我 们 来 讨论 Co 半 群 的 积分 与 第 分 性 质 . 


和 号 十 硬 


fm 四 


定理 91.8 设 TtD 是 Ce 半 群 , 下 是 它 的 无 穷 小 生 成 元 。 


则 
1” 当 xEya>0H 时 
lm 虐 全 T(zds = TO 
上 虹 玫 让 站 nk 
于 一 站 时 
lim m | Ti)xds = 
0 
20 当 xEXX,: 守 0 时 | Trase p(B) 且 
a(h Tls) xds ) =— Tt)xr 
3°0 对 xE DtB), 1 守 0, 有 TODxE DI(B) 生 
IT)x pTONr = TOOBx 
dt 
49 对 xe D(B), 1，s 守 0 有 
Topz — T(s)x = | BT(rjzar 
一 | TO) Bxar 
证 明 证 明 1° 
| 人 了 ff 一 TC 


< | 出 “zto9z 一 rCozld| 


再 由 TtDx 对 = 的 连续 性 得 证 。 


证 明 2” 
Tt I Tyrds 一 1 人 T(s + hxds 
一 寺 | T(xds 一 天 全 T(xds 
-二 | TC)ads 


ee 4 于 


令 有一 0 十 ， 利 用 1° 得 
lm TL TO Ts 


证 明 3” 设 x€ D(B), 有 >> 0， 则 当 : 守 0 时 
TT Tg. Dm | 
?十 De TDs _， Tt TC)s 


一 TCO) (人 一半) 一 TCDBx (ho OE) 
外 此 又 得 TCDxeE D(CB)， 
BT()x = TO) Bx, 2 一 BTOz 一 TC) Be 


Fe 和 -road 
-een [ee 


十 了 (rz 一 及) 有 xz 一 TB 中 
EM 人 人 二 = 一 对 + TC 一 Bs 


— TBz||— 0(h -> 0 十 ] 
于 是 
d Tx 
一 人 TBs 
因此 , 当 x€ D(CB8Y,: 守 0 时 
dT Ts) Br BTOODs 
全 天 
延明 4 由 3 从 :到 * 积 分 即 得 。 证 毕 。 
推论 9.19 设 TQ) 是 Co 半 群 ,如 是 它 的 无 穷 小 生成 元 , 则 
妊 是 闭 查 定 线 狂 算 子 。 


二 汝 三 总 = 


证 明 显然 下 是 线性 的 对 YrE 和 ， 令 症 王 i T(xd; 


(> 0)， 由 定理 9.1.8 的 2°, 1°, wwED(B) 且 1 一 0 时 
XX*， 因 此 DD(8) 一 有 大。 又 设 xaE DLB)， 当 wn 一 十 吕 时 
Xa 日 Bxs 一 y， 由 宦 理 9.1.8 的 42， 


Tt)rs 一 x# 一 | Ti) Druds 


当 ?一 十 o 吗 时 右 端的 被 积 函 数 在 有 限 区 间 上 是 一 致 几 敏 的 ， 所 
以 


Ttpz so | T(s)yds 


再 边 除 以 1， 再 令 1 一 0 二 得 xED(8) 且 Bx 一 y， 即 B 是 闭 
的 证 替 . 

下 面 我 们 将 证 明 : 者 TG) 是 Go 半 群 ,以 一 4 为 无 窜 小 生 
成 元 , 则 对 VYxE D(A)，w(t;x) 二 TODx 满足 : 

15 w: [0, 十 co) 一 X 连续 可 徽 ， 

2° 2 二 4 一 elre[o +00)), 

dF 

3° w(0} = x, C1.4) 

4” 5 是 唯一 的 满足 1 一 3? 的 函数 ， 

5? w 连续 依赖 于 x, 关 于 46 [0,; 十 0) 的 任 一 紧 集 是 

一 致 的 。 

定义 9.1.10 设 加 是 和 的 线性 子 空 间 ， 沙 对 Vxe 和 6， 存在 
函数 #: [0, 十 0) 一 D(A) 满足 (1.4), 则 称 初 值 间 题 (1.1) 对 4 
关于 X, 是 适 定 的 ， 

定理 91l.1it 设 4 是 X 中 的 闭 稍 定 线性 算 子 ， 则 初 值 问题 
C1.1) 对 4 关于 D(A) 是 适 定 的 充 要 条 件 是 ， 存 在 Ce 半 和 群 了 ny 
它 的 无 穷 小 生成 元 三 (一 个 。 这 时， 对 Vx€ D(A), w= 了 (nx 
是 《1.1) 的 唯一 解 ， 

证 明 充 分 性 。 设 TC8 是 Co 半 群 ， 以 一 4 为 无 穷 小 生 成 
元 令 4 一 TDx， 显 然 2 满足 41.4) 中 的 1 一 3?， 现 又 设 of 


二 池 玫 人 = 


是 (1.1) 的 任意 一 修饰， 令 
wg) mr swt) 
殷 1 


< 一 Tir sr)Art{s) 


+ TT) Av 0(0 < 
及 w(t5) 在 4 三 5 之 + 连续, 因此， 
(tf = wr, 0) 
Ea 
Vee) 一 Tlf)x 
《1. 和 中 的 42 得 证 ， 因 wi:x) 一 了 ODx, 对 Yr, Y€ D(A) 
tr: x) — nr ET Om Me re 
所 以 x 满足 (1.4) 中 的 5"， 充分 性 得 证 ， 
证 朋 必 要 宪 、 设 (1.1) 对 4 关于 D(A) 是 适 定 的 。 对 Yxe 
D(A4)， 由 (1.1) 确 定 唯一 解 wtz;x)。 定义 
PONx = u(t: x)} (Yr DOA)) 


全 (zx) 是 DLA) 上 的 有 界线 性 算 于 ，D(A) 一 ， 存 在 歇 一 有 界 
线性 算 子 TO):X 一 站 ， 它 是 个 (4) 的 延 拓 。 显然 ,对 YxE 
DLA) 
PO = x Ft rr Yr 完 们 ) 
因 DCA) 一 尖 ，、 由 此 可 得 
TIO) = ,TH+ TOOTO) (Yi 2 0) 
更 再 证 
lim Tr 一 < = 0 
由 适 定性 定义 , Yn > 0，386 > 0, 当 y€ D(AD, yl 5， 
te {0, TI 时 
ieDyh = isl; yO < 
于 是 ,对 YyéE D(A), y 0 当 reé [0,T) 时 


i! 、 多 | 
Pe yl 引 < 二 全 


" 39 = 


如 
| 全 ez << 157d 


人 (Cz) 作为 D(A) 到 D(A) 的 有 界线 性 算 子 ,其 范 数 
1 7 
T(r 作为 下 到 XX 的 有 界线 性 算 子 ,其 范 数 汐 TU， 则 
To 
因此 ,存在 常数 Mr， 当 1€ 109T] 时 TOP 所 x 
Yrxe ,YE > 0，3y€ DLAY) 使 得 


ly 一 zl < = ,TCDx— TO < = (ze [0, T]) 


对 此 y:3r >0， 当 5 [0,r] 时 
CD37 一 攻 一 上 个 Gy 一 州 < 二 


于 是 : 当 1&€ [0sr] 时 
TCDx 一 引 芝 KKDz — TOOy Tt ITCODy 
—y|l 二 ly 一 zl 二: 
By Ji 上 TCDz 一 z+ 二 0。 人 GQY 为 Co 半 群 ， 
于 wzreEDft4d)， 当 天 -0 二 时 


1 1 dt 
t =- | hk: PP] 一 3 
误 [Th) t+] == 元 [wx(h: x) z] 本 


mm 
即 Fo 的 无 穷人 小 生成 元 二 (一 人 ， 证 毕 ， 
若 TD 是 Ce 半 群 :以 一 4 为 无 穷 小 生成 元 , 则 当 xE 多 而 
xEePpf4) 时 ;, 初 值 司 题 (1.1) 不 一 定 有 解 ， 这 了 时 可 引进 广义 解 。 
定义 9.112 设 To 是 Ca 半 群 ,以 一 4 为 无 穷 小 生成 元 ， 
对 xcX 称 TDxz 为 (1.1) 的 广 闵 解 ( 或 叫 适度 解 ). 
讨论 (1.1) 的 古典 解 或 广义 解 的 存在 唯一 性 与 讨论 出 无 穷 钞 
生成 元 去 确定 Co 灶 群 是 密切 相关 的 。 


9.2 ”线性 算 子 是 C, 半 群 的 无 穷 小 生成 元 的 充 机 条件 
现在 芳 虑 我 们 最 重要 的 问题 ,从 闭 线 竹 算 于 4 去 确定 Cv 半 群 


= 委 


TC()， 使 得 一 4 是 它 的 无 穷 小 生成 元 ， 为 此 ,我 们 先 设 T(z) 是 
Co 半 群 ,以 8 为 无 穷 小 生成 元 ,探讨 B 有 什么 性 质 ,然后 指出 8 的 
和 夺 些 特点 是 本 医 的 , 即 指出 线性 算 子 至 为 Co 半 群 元 穷 小 生成 元 的 
充 蜂 条件， 

推论 9.1.9 已 经 指出 ,Co 半 群 的 无 穷 小 生成 元 一 定 是 闭 向 定 
线性 鼻子 ,下 面 将 考察 Co 半 群 TC() 的 无 穷 小 生成 元 8B 的 预 解 算 
了 Bn. 

若是 R* 中 有 界线 性 算 子 对 应 的 * X # 算 阵 , 则 


庆 [en] = 一 (7 一 Be "Hy 
: 


车 Lm eB 一 站， 则 


站 中 本 


十 扣 
xm 一 (2 一 也) |, eM yd 


十 吧 
{af 一 是 ) az 一 eiieBrdr 


(Af 一 Bro | eT)ds (C2.1) 


其 中 TCD 二 e383， 以 B 为 无 穷 小 生成 元 . 
我 们 将 对 一 般 Co 半 群 TC#) 证 明 〈2.1)， 为 此 先 引 人 算 子 
Ra 


Rx 一 | ce-uT (zds 


并 讨论 其 性 质 。 

定理 $21 设 TC 是 Co 半 群 ， TCD 所 Me”*,，B 是 TW#) 
芍 无 穷 小 生成 元 , 则 

(B.1) BB 是 闭 称 定 的 线性 算 子 ; 

(CB.2) 对 任意 ReX > wm 和 自然 数 me p(B) 


1 + 
Td 
RGB 下 C(x 


M 


RGA,BYH 县 (Re — oy 


* 2 * 


其 中 RO%B8) 一 (4 一 中) 是 B 的 预 解 算 子 ，p(8) 是 8 的 预 
解 集 . 

CB.1》 已 由 扒 论 9.1.9 给 出 。(B.2》 的 证 明 分 成 以 下 几 个 引 
理 进 行 ， 

引 理 922 设 了 Q) 是 0G。 半 群 ;TCD 和 好 ec”。 则 当 
和 24 wxE 车 ,积分 


ROD 一 | eT sd 
投效 于 X 中 的 某 元 娄 ， 
证 肯 ”只 须 注 意 , 对 任意 饭 盖 名 盖 0， 
| eT Crdd < M 2 在 一 RCR 一 和 和。 lxl 
出 此 即 可 得 证 . 
引 理 923 设 TQ) 是 Co 半 群 ， TOD 所 Me”'，B 是 Ta) 
狗 无 穷 小 生成 元 。 则 当 Rea > o 时 
RD) = (1 — B)™ 
是 定义 在 区 上 的 有 界线 性 算 于 且 
la = MU BI < 


Re i 一 i 

证 明和 送 攻 者 大 全 ER 是， 及 6 > ws 

了 (fi 一 上 ll ae ~ 
ee ROD)* | 人 


1 oo . 
== < 1 | eT rxds 


ol 
一 本 | euTrdi 


令 一 0 十 时 , 右 问 的 极限 基 AR(A)z ”有 于 是 R(A)xE 只 (五 ) 
且 


即 


BR =— iA.ROANX 一 区 


《27 — BYRONxX = (x€E 天) (2.2) 


上 


吧 一 方面 , 当 Ye DCB) 时 
RO BY 一 人 exde 


~ 人 e-1BTC) zd! 
由 下 的 闭 性 能 得 
RA)}Bxr—B [i eT rdi ~ BROLYr 
因此 ,由 (2.2) 又 得 
REAYCAT — B)x=x (xE€ D(CB)) 
这 就 证 明了 (C241 一 B)" + 一 RC1) 定义 夺 整 个 空间 XX 上， 
进一步 有 估计 式 


IRCA) 之 邓 全 一 Re 一 aol 过 | 


M 
< ra li 


多 于 
及 (让 扫 Re 


证 毕 ， 


引 理 924 在 引 理 9.2,3 的 假定 下 , 则 当 Rel > o 时 


d"REA, B)x ¢ 
dl 
d*R{AY 
dA 


—1y fe re iT rds 
= Cl Rt ) 


2 euT (wd 


如 1l 
Re re 


MM 


RCzyz 一 | euT Crds 


* 


可 仁 积 分 号 下 对 4 求 导 任 痘 次 ， 并 利用 预 解 算 子 RtX,，B) 的 性 
质 : 


4R(i, RB) 
和 RC1, B) 


和 然后 可 妆 纳 证 得 本 引 理 结论 ， 

由 上 述 引 理 立 另 可 江 宏 理 9.2.1 的 结论 (B.2), 定理 9.2.1 
于 ， 
定理 9.2.1 的 逆 定 理 出 成 立 , 妈 条件 《B.1),《B.2》 完 全 决定 
了 了 是 革 Co 尘 群 的 生成 元 ， 事 实 上 ,我 们 还 可 证 明 : 

定理 92.5 ”线性 算 子 了 是 oo 平 群 TOOUOTODE 志 Me ) 曲 
无 安 小 生成 元 的 充 要 条 件 是 : 了 满足 

(B.1) 五 是 丙 笛 定 的 线性 算 子 ; 

《了 .27 对 Yi 有 1Epf8) 且 

ROB < pry (# = 1, 2 3 

这 个 结果 通常 称 为 推广 的 Hille-Yosida 定理 。 

当 M = 1 时 ,我 们 有 

定理 4.2.6 ”线性 算 子 5 是 Co 半 群 Too < e) 的 
-无 穷 小 生成 元 的 充 要 条 件 是 :3 满足 

《B.1') BB 是 闭 笛 定 的 线性 算 子 ， 

《B.2 对 wa>aw 有 iE p(tB) 臣 


1 
RG,B)N < —— 


定理 9.2.5 与 9.2.6 的 必要 性 已 经 证 明 、 充 分 性 的 证 明 可 参 
网 [Paz, pg.8 一 131， 这 里 略 去 ， 
现在 回 到 初 信 问题 (1.1), 我 们 可 得 到 
定理 .2.7 设 A 满 足 
” (A.1) 4 是 际 移 定 的 线性 算 子 ; 
(A.2) 存在 实数 和 MM 之 1; 使 得 
PT ww} 


地 装配 呈 全 


且 当 二 ww 时 
Mm 
RA, AY” 9 
ERC P< oy 
或 
[RG DS — 
一» 


则 (1.1) 对 4 关于 D(A4) 是 适 定 的 。 

现在 自然 有 病 个 问题 、 一 是 对 给 定 的 线性 算 子 4， 怎 知 它 亩 
足 (A.1》 和 (A.2); 另 一 是 ， 怎 样 才 能 保证 对 yze 不 《不 仅 是 
xe DC4)),1.1】 有 唯一 解 。 这 些 都 是 我 们 后 面 要 考 存 的 问题 。 


93 解析 半 群 与 扇形 算 本 


9.3.1 解析 半 群 与 初 值 问题 的 解 


车 To 是 久 上 的 Co 半 群 ,以 一 4 妈 为 无 穷 小 生成 元 , 则 只 能 
保证 对 任意 x€ DPK4)，(1I) 有 解 以 有 2 一 TOxz。 为 了 对 任 
亦 x€ 多 可 求 得 (1.1) 的 解 ,我们 考察 可 微 半 群 与 解析 半 群 。 

定义 9.3.1 设 TO 是 Banach 空间 和 上 的 Ce 半 群 ， 若 对 
Vr 太一 了 (ODr， 对 尾 意 #1 记 0 可 微 ， 则 称 TC 是 可 微 半 
群 。 

定义 9.3.2 天上 的 一 族 有 界线 性 算 子 T(t ， 它 们 注 足 : 

15 对 VYxE Xf 一 TOOzx 在 0 二 #1 二 十 % 是 实 解析 的 ; 

2° T(0) = ,对 Yré X, lim TA = %s 

3° Yi 0 TO = TONTO). 

则 称 TLD 是 实 解析 半 群 。 

定义 93.3 设 和 A= {zlp, < 天 argz < ps Pt 0 < pi), 对 
Wz€ A， TIxz) 是 有 界线 性 算 子 族 , 称 为 解析 半 群 , 老 

1? zx- T(x) 在 A 解 析 ; 

2? 了 下 (0 一 了 是 恒 同 算 子 ,对 任意 x6e X,lim T(z x; 


布地 5 


3° 对 Ya, SEA, Tz + 2) = TOE)T(S), 

定理 93.4 设 TQ 是 XX 上 的 可 微 半 群 ， 以 一 4 为 无 穷 小 
生成 元 , 则 对 VxE XX，(1.1) 有 唯一 和 解 w(1:#) 一 TCDx， 

证 明 因为 T(t》 可 微 ， 所 以 对 Wi 记 0，xrE 着， 在 在 极限 


lm Te De Ts, 于 是 T(xE D(—A), 


要- 十 昌 
了 er —ATins 
dt 


对 Yi > 0， 可 取 :1 这 > :之 0， 

一 下 (一 
由 此 得 4 sc 连续 。 因此 ,u(t;x) 一 Cx 是 (1.13 的 解 。 类 似 
村 定理 9.1tl 可 证 唯一 性 .， 证 毕 ， | 


推 沦 9.3.5 若 一 4 是 解析 半 群 的 无 穷 小 生成 元 ， 则 对 任意 
xE< X (li 有 唯一 解 。 


9.3.2 可 微 半 群 与 解析 半 群 的 性 质 


定理 9.3.6 设 TC) 是 可 微 半 群 ,5 是 它 揭 无 穷 小 生成 元 : 则 
le TO): X—> DB) (Vi> 0，a 一 1， 2;3,.-*), 对 

VxzEX， TCDOx 对 : 0 无 穷 次 可 微 且 TD 一 BT 是 有 
界线 性 算 子 ; 

2 对 YY 自然 数 wyTe (oO 按 算 子 范 数 对 + > 0 连续 ; 

> vam .re (27 (D)) (7 (EO) 

证 月 ”5 二 1 时 ,由 恨 设 知 , Yi> 0， x€X，T(Dr€ D(B), 
T(x 一 BT()x. 因 8 是 煞 的 ，T(t) 有 界 , 记 以 Vi 二 > 0,BT() 
是 闭 的 。 由 闭 图 象 定理 ，8T(z) 是 有 界线 性 算 子 . 

下 面 估计 TGn)z 一 (4)zi. 设 当 0 三 :所 1 时 Tl 
好 对 whypay0 十 1， 则 | 


ITCa)x — Tn)xll 一 i BT(s)xdd 


* IIT a 


一 性 TCs 一 5 BFCa)xd 
< MBTOANNCS — 5x 
即 
| 人 — TOO SE MIBTCOO)N GS — 5) 

Te 按 算 子 范 数 对 * > 0 连续 。 因 此 ， 当 一 一 1 时 结论 1° 一 4 
成 立 。 

现 设 对 自然 数 ma 结论 1° 一 3° 成 立 ， 则 对 Yi > 0,xEX 了 各 
0 过 ?由 了 DX DEBT),T"ADx 一 B*TCO)x， 得 

TR) = BTO— eT = Tm) BT 
于 是 TDr EDCB), BD TOOx EE DB EB 
下 = 一 站 了 一 

显然 ，BetT(9 一 BCB"TCO) 是 有 界线 性 算 子 ， 

再 和 估计, 得 


TC — Te ) 一 彤 BePT (xd 


| 


< MMR — nn) zl 
其 中 | Be 了 (Cai < MW:。， 因 此 Texe) 按 算 子 范 数 对 :>0 连 
续 ， 
最 后 由 


ro (or (D) -er (7 
de) 


C0 二: 过 中; 得 
Tt) 一 BT — 8) tr 的) 


TH 一 BT (= 二 1 a ( 六 + 1 ) 
- (er (一 


和 鸭 此 ,对 自然 数 "二 1， 结论 1 一 3” 也 成 立 ， 证 峙 ， 
下 面 考察 解析 半 群 ， 
定理 9.37 设 了 (z) 在 扇形 4 一 {zilargz| 天 8) 上 是 
解析 装 群 且 一 致 有 界 ,( 即 在 在 常数 对 > 0， 对 任意 zx A， 有 
TC 和 M1),B 是 T(x) 的 无 穷 小 生成 元 , 则 
1 存在 常数 C > 0， 对 任意 > 0, + 所 0， 有 
(Re 十 二 ,五 )‖ | (3.1) 


2° 存在 0 一 4 一 了 和 对 > 使 得 
以 有) 一 > 一 al largaii 反 本 + 514% ol 


RC2, BN < a 5) (3.2) 
证 明 ”征明 1" 对 实数 z 守 0,，T(lx) 是 一 致 有 界 Co 半 群 
TtZ 所 对,)， 于 是 对 任意 rE 和 5 这 0 我 们 有 
RIg 十 好 加 和 一 . erirHTer rd 
由 T(z) 的 解析 性 和 一 致 有 办 性 , 当 z > 0 时 我 们 把 积分 路 径 从 
正 实 轴 移 到 射线 1Z 一 pe10<p 芝 十 oolj， 当 <0 时 , 移 到 
射线 1Z mpem10 一 pp 一 二 oj， 其 中 0<? <35， 则 积分 亿 保 
持 不 蛮 。 益 ff 守 0 寺 ， 


NRC 十 条 ， BY ed ein ending’)| 。 Mxlldp 


e- ci 十 SOM ,lxlldp 


<_ Ml ce 


F 和 T= 
gcosb’ Tsing 3 


< 


汪 
> 


和 = 


当下 二 0 时, 则 类 似 可 证 ， 
证 明 2” 因 为 8 是 一 致 有 界 Ce 半 和 群 的 无 穷 小 生成 元 ,所 以 对 
有 Eu 站， 
Mi 
RO, BY) < Re 
又 由 1° 证 得 ; 当 Re% 半 0; ImX 志 0 时 


和 
RO, BN 所 rm 


因此 ,存在 常数 Ms > 0， 


IRCG, 8)1 二 证 (Re2 > 0) 


对 任意 5 记 0 我 们 有 RG, BB) 在 4 二 5 十 i 的 Taylor 
展 式 


R(4,8) 一 > 人 os. (oa ir) 
SRGti Bog+t+ir a (3.3) 


当 {RC 二 i, BJ 二 江 一 4L 所 此 之 1 时 此 级 数 收 化 取 
4 二 Rel 十 ir ，。 由 (3.1), 得 
lIR(Oe 十 证 中) + ir — 4 
一 Re tir, Blo — Rell 


< ES Ils — Re2! 
ir| 


于 是 当 io 一 Rea| < Le 时 级 数 (3.3) 收 黎 。 由 于 盖 0 和 


世上 是 任意 的 ,这 就 意味 着 
pt B)D falRea 0 IReililin2l < 


因此 ,特别 有 


a 后 和 个 ee 


全 
p(B) a larga| < 5 闻 of 


其 中 5 一 Karctg 一 (0 < 天 < 1)， 在 这 个 区 域 上 


:十 上 
(RO, BN < 人 < 证 直 KS f 朵 一 位 Ti 
证 毕 ， 
对 于 实 解 析 半 属 7(9)， 我 们 也 可 证 明 
定理 9.3.8 设 T(z) 是 一 致 有 界 《 实 ?解析 半 群 , 以 8 为 无 穷 


修 生成 元 , 则 存在 0 和 5 天 二 和 MM 之 0, 使 得 
p(B)EEs ~ 21)argal < + xo 


[RC, BY < 兴 Ce Fe) 


证 明 栈 ,可 参见 LErj. 

对 于 一 般 ( 实 ) 解 析 半 群 T(z)， 它 也 是 Co 半 群 ， 于 是 存在 正 
数 对 , 和 实数 = 使 得 

TD Me 

注意 到 : 

1 TC) 的 吾 为 无 穷 小 生成 元 SD 于 erT(D 以 Baf 
为 无 穷 小 生成 元 ， 

22 AEplB), 4 oe p(B of), 
我 们 立 珊 可 得 

定理 和 3.9 设 To 是 ( 实 ) 解 析 半 群 , 上 TCD 所 Me 以 


吾 为 无 穷 小 生成 元 , 则 存在 0 <p < 三 和 村 > 0, 使 得 
p(B)ET: = (llargl + a) <7+op, 1 二 as 中 
ij ROA, BN SS 一 一 一 一 er I (CAE De) 


呈 时 站 和 人 


推论 9.3.10 在 定理 9.3.9 中 , 若 B= 一 4， 则 
ptA)DS = {lp largtt — qa)lE xr, 1 a} 


IRG, Ol < TE Qs) 


9.3.3 扇形 算 子 


我 们 已 证 明 线 性 算 子 一 4 是 革 个 解析 半 群 的 无 穿 小 生 碟 元 
时 它 一 定 满足 如 下 条 件 : 
1* .4 是 Banach 空间 X 中 的 闭 秽 定 线 些 算 子 。 
2” 在 复 平 面 刀 上 存在 某 扇 形 
3 一 fcECops1argfta 一 0]] 
rs 4 alCp( A) 


其中 e(0, 于 ) 为 菜 常数 ，o 为 某 实数 (图 9-3.1). 


3 有 2 一作 忆 定 于 C26 Sio)，M 六 工 为 某 正 数 。 
而 更 为 重要 的 问题 是 , 算 子 4 满足 什么 条 件 时 。 一 4 一 定 是 某 解 
和 析 半 群 的 无 穷 小 生成 元 。 为 讨论 这 个 癌 题 ， 首 先 要 研究 满足 上 述 
条 性 的 一 类 算 子 ， 

定义 .3.11 设 Banach 空间 X 中 的 线性 算 子 4 满足 如 .上 条 
性 1?,2°,3°?， 则 称 4 为 属 形 算 子 ， 5,,o 为 相应 的 扇形 ， 


图 9-3, 图 9-3.2 


二 本 硬 宙 电 


扇形 So。 的 张 角 是 2r 一 2p 之 x. 因为 4 是 洲 的 , 当 26 
P(A) 时 :区 有 R(XAL 一 人 一 大 到 到 (一 好 下) 一 天 

申 定义 易 给 出 一 个 简单 漳 别 法 ， 

引 理 9.3.12 没 A4 是 Banach 空 闻 XX 上 的 闭 称 定 线 性 算 子 , 满 
是 : 存在 常数 Ro 二 11, 当 i4i >a 时 (041 一 A)7' 在 在 ,定义 
域 在 X 中 釉 密 , 且 

上 GT 一 人生 过 考 a 

对 ,为 某 正 常数 , 则 4 是 饥 形 算 子 ， 

证 明 ”人 帮 球 141 一 民 > 遍 ， 球 外 属于 p(A)， 并 使 得 


1Q7 一 作 避 < 一 总 一 .以 二 a 
[2 了 Es 


‘(141>R) 


< 2- 
在 负 实 加 上 可 取 一 定点 ,可 作 扁 形 Sw (图 9-3.2)。 当 4€ 50e 
时 12 汤 R、 国 此 4 是 局 形 算 子 .证 毕 . 
下 面 举 几 个 扇形 算 于 的 例子 . 
例 1 若 4 是 Banach 空间 三 中 的 有 界线 性 算 子 ， 则 4 是 扇 
形 算 子 . 
证 明 4 一 4 一 4(1 一 各 ), 当 1241> 4 时 QI 一 4)” 


存在 且 DCGQ1 一 4)-D) 一 XX， 当 em<! 时 ， 


-人 = | 一 __ 1 1 
I -DO 


钴 此, 4 是 户 形 算 子 ， 
例 2 若 4 是 Hilbert 空间 上 的 自 共 斩 筒 定 算 子 旦 是 下 有 界 
稚 , 即 存在 实数 # 使 得 
CAx sx) > 站 > 有 
刚 4 是 岛 形 算 子 。 


证 明 这 时 所 有 非 实数 属于 pf4)， 又 实数 < 时 属于 
PC4)， 

现 作 访 形 Snes， 则 pk 二 Su 过 实 轴 上 Rei 一 处 作家 
线 懂 直 实 轴 , 分 $s 为 两 部 分 ， 左 边 为 
$6%， 左边 为 $58, 《图 9-3.3). 

当 4€ 50% 肝 ; 令 QT 一 ADx 一 y， 


则 
(Ci 一 dx 
一 《zi 一 13) 
= (xr, y) 
图 9-3.3 由 CGF 一 人 xz] = (y, »), 


CAI 一 A)x,*) 一 《zy 得 
(2 一 A)Cx, x) 一 Cy,x) 一 (xz,7) 
21millx TCy, xr) + iCx ,DO} < 2)xlly) 


{mA lx s yi 
其 
a [a| ,1 
Ar 一 A yl Oe Tm 这 ly 
1 .li 
< 去 EY 上 yy 
下 i 1 
7 一 AY-! 2 
ar A) 中安 ng | 
当 2E52 时 ， 
CAT — ANxsx) = rt) — CAx, ry) 
= (ho— pis lr: — CAx, x) 
I 一 Axx) S| CRT — A)x, 2)) 
= | ~ pe is 
于 是 
HQ 一 A yl 撩 一 一 -一 a lsl 


.和 


加 1 
TA 才 一 一 一 一 
| 一 本 


因此 , 崩 热 存在 扇形 Se， 使 得 


pMDESes NU — ON ES) 


故 4 是 扇形 算 子 。 
例 3 设 4 是 蕊 中 的 扇形 算 子 , 8 是 Y 中 的 扇形 算 子 , 定义 
CA X BY){x, yl} — {Ar, By}CrE DOAYsY E DCB)) 
则 4 x B 是 XxX XY 中 的 扇形 算 子 . 
证 明 
1fxzyy} — CAX Br = {Ct Oo ADx, C1 — BYy} 
显然 可 取 共 辣 的 市 形 5,。， 使 得 
Pd 一 3， 交互 一 3 
于 是 pA BB) 二 $5,,%， 及 


0 M 
I — DO T 攻 


Ia 一 -< Ti 
ia 一 4x 8 是 一 1 一 全 二 


四 2M 
+ MiG — 2) 


所 以 


后 此 ,4 x 是 XxX XY 中 的 扇形 算 子 . 
最 后 给 出 筷 形 算 子 的 一 些 和 性 质 . 
引 理 9.3.13 ” 设 4 是 扇形 算 子 . 由 对 和 酝 剖 9 空 0， 存 在 qo EE 


{@, 三 ) 及 正常 数 Ru*C,M。， 使 得 


1G 一 全- 则 所 站 -IAQ A C 


{|arFt. > poy jt] 2 Ray 
推论 &3.14 设 二 是 户 形 算 子 ， 刚 对 任意 8 之 0， 存 和 枉 ou€ 


= 365 。 


(6, 三) 及 正常 数 Rs, MosC 使 得 


= Mo 一 上 
jx 十 4 [< 4+ A 所 C 


《is 一 argi| > oqo, 14| > KR), 
引 理 9.3.13 及 推论 9.3.14 的 证 明 留 作 练 3， 
定理 9.3.15 设 4 是 扇形 算 子 ,又 设 B 是 线 狂 算 子 满足 DLB) 
D(A) 且 对 任意 x*€ D(A) 有 
1Bzxl << ellAxl + Kl 
其 中 e,K 为 正常 数 ，eC 过 1,C 如 前 一 命题 所 指出 , 则 4 十 8 
是 扇形 算 子 。 
证 明 将 1 一 (4 十 吾 ) 改写 成 
1 一 《4 十 号 一 [一 了 人 一 4 一 4 
先 估计 上 BQ 一 4 对 任 恋 xE， 有 
BAC— A x < ellAQ 一 -天 


+ KG 一 Lrcl 所 seClal 十 zl 


< 
冻 


8G 一 4)- 过 gC 十 i 1 
1 


Ciargd > 和 ,1 之 中 之 0 
因此 ， 当 argil 闵 和 1 瘀 六 时 [1 一 BG 一 A 大 
太一 多 的 有 界线 性 算 子 
.i _ _ 一 个 一 ?个 < _! 
E17 BO A TB A 
由 
[i— At B= oA) Bt A) 
可 得 [41 一 《4 十 8)] 定义 于 X 且 8 
Na CA BYT EN ~ A BC A L 
M 1 M 
Me < 
aa 


= 和 看 丰 。= 


《 | argh| 闻 mm，|4| 六 R)。 易 让 4 十 BB 是 闭 稠 定 的 .至此 ， 电 可 
理 43.12 知 , 4 十 了 是 让 形 算 子 。 

推论 9 3.16 若是 虱 形 算 子 呈 地 有 基线 ,DBYD 
D(H), 则 4A 十 8 是 甩 形 算 子 . 

推论 9.3.17 车 4 是 山形 算 子 , 则 和 7 十 4 是 妃 落 算 子 ， 


9.3.4 由 遍 形 算 子 确定 解析 半 群 


本 节 将 证 明 扇 形 算 子 4 能 确定 一 解析 半 群 To， 使 得 一 +4 
是 它 的 无 穷 小 生成 元 ， 由 此 可 得 ,对 尾 意 x 六 ， 初 值 问题 (1.1) 
存在 唯一 解 . 
我 们 将 从 
中 人 一 .一 【十 A r= | 于 人 


Wi 引进 


| Lar De CG>0) 


1 人 一 人) 
其 中 了 是 p( 一 4) 中 的 积分 路 径 , i 一 V 一 1, 证 明 它 确定 一 个 解 
析 半 群 ， 以 一 4 为 无 穷 小 生成 元 ， 
定理 9.3.18 设 4 是 扇形 算 子 ， 相 应 的 篇 形 为 %.。，F 是 
A 一 4) 中 的 一 条 刹 道 , 对 某 个 9€ (于,x)， 当 让 一 oo 时 满足 


arg1 ~> 士 日 ， ec 由 (3.4) 定义 , 则 

1? 对 任意 1 这 0，e 4 收效 ， 征 天上 的 有 界线 性 算 子 族 且 
积分 与 了 的 选择 无 关 ; 

25 在 在 常数 C > 0， 对 一 处 上 >0 有 


Ne Ce lA 
FE 


C3.4) 


39 ee™i4 是 解析 半 群 。 以 一 各 为 无 穿 小 生成 元 , 并 且 ee" 
可 以 解析 地 开拓 到 一 个 包括 正 实 提 在 内 的 局 形 
{fellargi|l < er 二 0 中 去 ; 


s 357 


4” 对 一 0，YxEX 有 
A o-4 一 一 -4e 1， 攻 erdz 一 一 4eredz 
人 


dr 


为 正 这 个 定理 , 先 叙 述 一 个 引 理 . 

引 理 9.3.19 没 8 一 4 一 af,， 则 

WD 1GL 一 全 -于 和 i QE€ 5.4) 
等 价 于 

p(B)DSow HAT — 8B) < [il Ce $0) 
由 
2。 着 c- 或 er 收 伊 , 则 
在 一 全 Eo ee 

证 阴 留 给 读者 。 

忆 引 理 9.3.19 知 , 我 们 只 须 对 4 一 0 来 证 明定 理 和 318。 

当 a 二 0 时 积分 路 径 可 以 如 图 9-3.4 所 示 。 

证 明定 理 9.4.18 的 12， 

设 1 是 两 条 TT 积分 上 路径 之 闻 ， 以 原点 为 心 ，R 为 半径 的 圆 孤 
段 : 则 对 任意 1 > 0， 


上 (4 十 -ex 叫 去 对 ， | py eReorer | da|. 


其 中 9 是 常数 ，cos8 < 0， 于 是 


1 [i 


图 9-3.4 图 9-3.5 


二 让 丰 呈 


mm 


局 -补丁 | Ci 十 A edd = 有 
再 由 被 积 函数 的 解析 性 得 到 积分 与 了 的 选择 无 关 。 
现 取 积分 路 径 如 图 9-3.5. 当 r 吕 >0 时 


全 - 工 er fr 
Fo Ea 


| ” 工 ereokradr 


” 收 策 ,其 中 cos9 一 0， 关 此 , 当 * >0 时 积分 
| 人 十 ye 可 


绝对 下 人 敏 ; 且 确 定 一 个 有 界线 性 算 子 ,显然 , 它 的 值 域 属于 DCA). 
证 明定 理 9.3.18 的 2*. 
在 ”的 积分 中 令 4 一 KE > 0)， 要 应 地 了 工 变 成 了 得 


| 


五 


< 
| ee| 


- 1 
| = 过 | 
le 


由 人 + ACT+ 修一 1， 并 在 积分 中 令 np 一 如 得 
dz-4 一 1. | A + AY -ed 
2 JT 
一 -1 ea 一 一 1， 161 十 -ev 而 


了 2 了 
Hae < | ,terlldpl < ££ 
EF 上 [4 


证 明定 理 9.3.18 的 3 与 4"， 
先 证 半 群 性 质 . 由 预 解 式 性 质 
你 十 4 TAO 一 人 一 人 人 
一 《wx 十 了) 一] 
并 将 积分 路 径 由 工 往 右 移 得 广 , 于 是 


是 双 晶 女生 


的 了 了 。 
ee ah), Gr Dt Dosimapd 


-Har 
— {gt A A evtadmd 


(3) Gr De Ce Diendn a 


了 xi 


一 (二 ) Gt ATee 人 一 Doom 


2 
而 
7 1 (ap— a emdpo ev 
1 
7 | 《一 2 ed 0 
护 以 


ite™ rAd 二 元 | 十 AV'etnd ir 人 
nxt 


其 次 证 归 : 对 YzxE X,lime “x 一 x， 因为 je 人 下 才 C 又 
DCA) 一 区 ,所 以 只 要 对 任意 *e DKA) 来 证 明 就 够 了 。 
车 EDC4)，7>>0，、 则 


-iii 一 Y 一 二 ete 二 A 一 A lxd1 


一 - 二 上 | eu + A Axdl 
TT 


了 Ti 


令 14 一 站 相应 地 工 变 为 了， 于 是 


本 [er 上 -1 
ew — ae (E+ 4) arta 
对 。 上 


< M | 1 [dpl Axl # < MAxs 
中 


因此 


"37 


Lm ex—= x Cx D(AY) 


再 证 明 微分 公式 并 证 明 一 4 是 生成 元 ， 
易 知 ,= > 一 0 时 
“ 


4 -14 l. | (4+ 们 -aenda 
2 ze 
一 2 G+ A + 们 -eu 而 
x 


一 . ， 1 | 《十 Te 
2 


一 十 | zl 一 Ae :ts— —Ae 
r 


同 理 可 证 4° 中 的 另 一 式 ， 又 同 理 可 证 ,对 vx E DLA), to 


- 双 er = —e /Adr 
tt 


FE 
十 Ce Mr)=— 1 | de “Idxds 
+ t Jo 


令 1 一 0 十 ,得 


im 二 《ex — r= —Ax 
1 


记 ce-4 的 生成 元 为 G, 则 已 证 G 刁 一 4， 再 证 反 包 全 关系. 
若 xEDCG), 0 


lim 工 (ets = Gx 
j= 时 


对 任意 一 0， 有 


PAY 一 站 cdr 一 lim 
= 日 省 革 


一 一 er (因为 er' 人 rE D(A))》 


ed -dx rs ei 


又 由 


lim e /Gx = Gr, lime = 
Fe FP 二 


及 4 的 闭 性 得 


7 


bm CC— A Hr) = Gx 
[eal 
xEDCIAY 和 ES 
-一 好 = GG¥ 


即 一 A4G， 光 此 , 6G 二 一 4 


最 后 证 明 解 析 性 ,前 面 实际 上 已 证 明 “所 是 可 微 半 群 , 于 是 
2 24 满足 


leol 一 拉 千 关 <jr 伟 外 
< 
LIE(E) < 人 (人 (全 < 
因此 , 当 1s 一 下 过 Kij(ec) 时 ,级 数 
TC) + > 0 Cz 一 时 


按 算 子 范 数 收 化 ,其 中 加 一 兵 和 1. 取 一 Rez， 令 


外 一 {2! |arg | 一 arete 工 | 
ce 


Tils) = TC) 十 SS TD 《2 一 到 = 


则 T(z) 在 A 是 解析 的 .= 是 实数 时 T(z) 一 了 GQ), 它 是 TO0) 
推论 9.3.20 设 季 是 扇形 算 子 ， 而 一 suap[Reef 位] > 0， 则 
50 天下 扫 疝 及 管 数 cc 守 04， 使 得 
le < ce 


《证 明 留 作 习 题 )， 
9.4 线性 方程 的 初 值 问题 


由 定理 9.3.18 及 宇 夫 9.1.11 中 证 朋 唯 一 性 的 方法 ， 我 们 立 


?373 。 


即 可 得 
定理 9.41 设 4 是 扇形 算 子 , 则 对 任意 xEX, (1.1) 存在 准 
一 解 
u(t, x) = er 
现在 著 虑 线性 非 齐 次 方程 的 初 什 问题 
LE 
Adr C4.1) 
HQ) == 攻 
解 的 存在 唯一 性 ,其 中 4 为 扁 形 算 子 . 

定 实 942 车 gy:10,T}》 一 久 满足 : nw EE CO0,TY ,XYyY,。we 
CAC0, 了 TD), 叉 )， 当 1E (0,TY 时 u(t)E DLA) 且 满 足 (4.1), 则 称 
ulr) 是 (4.1) 的 解 (古典 解 )， 

《4.1) 的 解 记 为 stt,x)， 我 们 将 导出 类 似 于 常 微分 方程 的 结 
果 : 即 有 常数 变易 公式 : 

HOAx) = ex 十 | eA)ds 
引 理 9.4.3 设 A4 是 XxX 中 的 扇形 筑 子 ，f:00, T) 一 XX 是 丧 评 
Hilder 连续 ,对 革 pp 二 0. 
| tea < o0 
定义 
Ut) = | ee-o41Kr9a 


了 


贴 
1°%° UC}€ CC[0 T,X), 
22 对 尾音 1€ (0,7T)，UCD)E DCGA) 且 LT 连续 。 
39 对 尾音 1€ (0,7T)， 
dU 
人 + AU =— fH) 
证 上 明 1” 对 任意 1 EE[0,T), 这 0 充分 小 ， 


rr 十 有 U0) 全 TG th fd 


* 


一 工作 一 Df ds 
= (TCA 1) 人 TC 一 Cd 


十 全 TG + 6 — NC)ds (4.2) 
其 中 YN 一 “4， 击 此 得 
im [PC 十 一 (一 日 
对 任意 feE C0,T), 天 之 0，1#| 充分 小 ,出 
Ut UG [TCA 人 人 + h ~ Cds 
-- 1 T(t — Cds 
得 
bm LUG 十 从 一 TCD] 一 6 
因此 .Ue CUD,T),X)Y, 
证 明 23 将 Zn 表 为 


UR) = DT Try 一 | TO — NOD ~— HDads 


+ | Tl — fas 

而 

DUA) = | TO 一 NADas 一 f TCOHADds 
往 引 理 9.1.8 知 UE DCA) 且 

4D 一 —TUND + fC CCC0,T),X) 

对 于 U,， 我们 定义 
Und | TG ~ OF) — Ha 
《0 < 8) 
Ul) = Urolt) 

对 任意 了 > > 9， 总 可 取 充 分 小 的 正 数 g,n， 使 得 


专电 


0 < 一 1 二 才 一 
当 ，E[yr 一 8 时 ，4Tkz 一 人 有 界 ,， fC) 一 入 #) 连续 ， 所 以 
存在 Reimann 积分 


| ATG 0) ~ fia 
考察 积 分 和 
SAT(? — sdf sy) — HD As 
= AZT OH — DNAS 
令 max 上 5 一 0 取 板 限 得 
| LTG — UC — Ka)as 
= fm AYTC — UD) — FDAs 
由 4 的 闭 性 得 | TC 一 CG) 一 1(0)dre DCA) 且 
近 了 人 一 了 大 亲 一 成 站 3 让 
-4 7rG 一 DG 一 XD)d 


由 于 去 端 3 一 0 了 时 积分 在 在 及 4 的 闭 性 得 DeEDd 有 
AU, (一 邮 ATls 一 (KE ~ as 
又 出 于 


人 arG ~ D0 一 Ka 
<| trG — DO) — fl 
十 | (z 一 中 -Hed; 
其 中 0<8 之 1 是 Hslder 指数 ,所 以 积分 | 4TG 一 DG 一 


一 fC)ds 存在 ;再 由 4 的 闭 性 得 UAD EE D(A)》 且 . 
AU Ls) 一 | ATG — YO) — fas 


srS 种 


最 后 证 明 AUiCD 的 连续 性 ，[5,5] 是 (0,T》 的 任意 闲 子 
狼 间 ,对 任 赛 rela,t], 了 到 0 我 们 有 
AU(#) 一 | ATG — OO) ~ fds 


+ | ATG — YOU) — Ha 


当 引 固定 时 ,4.3) 右 端 第 二 项 积分 对 上 连续 .第 一 项 积分 是 OK 。 
关于 1€ [ao 一 致 ,这 就 证 明了 J AU (DE C(O0, 了 T), XX). 
综合 U,, VU; 的 证 明 , 我 们 得 到 

UYEDCA) (E00, TY 

AUCN E CIO, T);, X) 

证 明 32 当 记 半 0 时 ,由 (4.2) 得 
It 十 站 一 TFT 0 一 了 UA 
二 


(4.3) 


+ 二 人 TQ 十 下 一 站 (nd 


瑞 VCDe PC4)， 所 以 
TO UD = AUW) 


pep 
又 i | 
lim 上 | TO + ho— fds 
= him + TOG + ho— ds — AO 
于 是 


CD = —AUD + fn 


当 友 < 0 时 类 似 可 证 
SED 一 一 40CD 十 


“3 


ED _ — AUCD + fC), UD E C0, T), X) 


证 毕 ， 

由 此 引 理 立即 可 得 

定理 944 . 设 A 是 区 中 的 扇形 自 子 ,xE 基 ,Jf: (0,T) 一 多 局 
部 Hslder 连续 的 ,并 且 对 基 p> 0， 


和 oa <o0 
则 (4.1) 有 唯一 解 
ult; x*) = ee Ax 十 | eA sds 


9.5 分 数 究 算 子 与 分 数 磊 空间 


9.5.1 概述 


现在 我 们 讨论 抽象 的 非 线性 微分 方程 
A) > (5.1》 
dt 
及 其 相应 的 初 值 问题 
往 纪 
+ An = fr, 
了 n= f(t, nm) (5.2) 
xz) 一 x 
其 中 4 是 Banach 空间 X 中 的 遍 形 算 子 ,和 中 的 范 数 记 为 外 . 站 . 
设计 ;是 到 的 线性 子 空间 ,在 XX, 中 可 引进 另 一 范 数 | 外. 由 ,构成 
Banach 空间 ]， U, 是 R 关 Xx, 中 基 开 集 ， ff 定义 在 U, 内 ， f:U,— 
X。 一 种 特殊 情形 是 XX, 一 X. 
我 们 将 把 C5.2) 化 为 等 价 的 积分 方程 


ua) = TC to)x 十 | 了 (一 人 wed Yds 《5.2》 


其 中 TD 一 为 了 使 [yh) 上 (5.4 的 解 “是 线性 初 值 阿 
题 


"B77 + 


+ 和 一 其 ED)。 
Af 


VI) 一 
的 解 ,由 定理 日 ,4 .4 。 我 们 要 求 : 在 长 如 3 上 , 一 > fF ,utr)) 大 
户 部 H5lder 连续 的 , 且 对 某 p> 0 G1, wa < -co。 


加 此 ,我 们 给 出 如 下 定 光 。 
定义 9.5.1  [#,h》 上 初 值 问题 (5.2》 的 解 是 一 个 连续 函数 
#: [#6 了 了) 一 > 满 呈 


E Cox 
2° 在 《zz 上 Cs,w(r)) KE 区 ,2 € DC， du 存 伍 并 


dr 
洲 足 方程 《5.1); 
39 在 (wy4) 上 、f 一 f(t ,nl 站) 是 局 部 . Hilder 连续 的 且 
对 某 > 0,) fC ul)ilas < 二 oo 
象 讨论 R" 中 的 常数 微分 方程 一 样 ,我 们 首先 建立 初 值 问 题 
{5.2) 与 积分 方程 .5.2) 的 等 价 姓 。 然 后 建立 初 值 问 题解 的 局 部 在 
往 唯一 性 及 解 的 延 所 定理 . 
我 们 假设 : 
(Hx,) 4 是 和 中 的 扇形 算 子 ,和 是 X 的 完备 子 空间 ,其 中 的 
范 数 为 | 上,，U, 是 R x XX, 中 的 某 开 集 ，f: 也 一 天 关于 1 局 
部 Hilder 连续 ,关于 * 局 部 Lipschtz 连续 ,到 车 【天 ED， 
3C，w*) 的 一 个 邻 域 了 CD， 使 得 对 Yi w)，(s,v) EV, 有 
Hie ws fs LO sr 05.3) 
其 中 LL,r 沪 正 常数 ， 0 过 之 11， 
取 不 局 的 空间 X, 〈 连 局 它 的 范 数 ) ,条件 (5.3》 的 强 弦 是 不 囊 
的 。 一 个 特殊 情形 是 其, 一 下， 这 了 时 (5.3 轩 ] 
fs) — Fr LO Oo | + fs Oo ol) (5.4) 
另 一 特殊 情形 是 天 一 下 一 DC 车 0Ep(A)， 对 Wx EX'， 
引进 范 数 fx 一 1244xl， 易 证 天 :是 Banach 空间 (习题 9173 ,这 


= 37 和 


财 《5.37 别 是 

fa) — ft ON Li se tr oh (5.5) 
落 WxE DCA) 一 X!， 由 于 * 一 用 dx， 所 以 帮工 lzl,, 让 
此 可 知 条 件 (5 4) 强 于 (5.5)，, 

我 们 先 对 着 ,一 三 ， 济 在 条 侍 (5. 4 下 讨论 初 值 问题 ， 以 后 再 
选取 另外 的 X,, 以 减弱 了 的 条 件 . 

本 节 只 讨论 X, 一 的 情形 ,这 时 我 们 假设 ， 

(Hx) 4 是 扇形 算 于 ,是 及 XXX 中 的 某 开 集 ，1:UV 一 * 
基于 + 是 局 部 Hiljder 连续 ,关于 w 是 局 部 Lipschitz 连续 , 即 若 
《了 ED 存在 《71*,w*) 的 一 个 邻 域 PCVU， 使 得 对 (1,2)、 
《sp)jEV,。 有 

his a) O— fs, oO LC ~ + tx — oly 
其 外 工 ,a 为 某 正 数 , 0 之 之 1. 

首先 建立 初 信 问题 (5.2): 与 积分 万 程 (5.2) 的 等 价 性 . 在 下面 
的 讨论 中 要 用 到 如 下 结论 ， 

引 理 95.2 设 4 是 赢 形 算 了 于，0€ pCA)， TOD) = eA ， 对 
V0 二 a 所 1， 则 避 常 数 M。。 使 得 对 Vi 之 0, 46> 0 有 

上 人 十 站 一 开放 委 Meh {5.6} 
《习题 9.18)， 

定理 9.5.3 设 (Hx) 成 立 , 风 

1” 车 wl?) 是 [shH) 上 (5.2) 的 解 , 则 # 在 [5,h) 上 满足 
积分 方程 《5.27 。 

2” 如 果 w:[w、5) 一 处 是 连续 函数 ， 并 且 对 某 个 p 守 0， 


1 nO9)as 一 十， 又 对 所 + <u 满足 积分 方 各 


《3.2) ,那么 wtf) 是 [may 上 《52 的 解 ， 
证 有 明 12 设 以 人 是 fi,n) 上 (5.2) 的 解 。 考 寒 
arp 一 Ch) 
可 《5S.73 


vl) = 一 x 


s 9 


其 中 并 站 一 Fat 由 解 的 定 文 知 ,， 天 [ny oa 一 区 是 局 部 
Hilder 连续 ,对 某 p 之 0， 


(pha = {lies la < + 00 
因此 ,线性 问题 (5.7) 存在 唯一 解 
VD ear | efts, ule) Yds 


但 wa 也 是 (5.7) 的 解 ,所 以 在 [saw 满足 积分 方程 (5.2)”. 
证 明 2° 证 ME CLiof ) ;RY), 在 [en ) 芒 足 C5.2)', 允 对 
某 e> 0 中 “Koax(9)ta < 十 先 证 , w: (os4) 一 X 是 局 


部 Hilder 连续 的 记 TO 二 e144， 荐 [位 ]C{ro nj 之 ft 
3 十 超过 六， 则 
gt t= {TG Tl 


+ 让 [FFC 十 下 -一 条 -一 了 人 一 站 ]fCs uC Yds 
i 
十 | TO Nf u(r) ds 


由 引 理 9.5.2 (不 妨 设 0€ pC A))， 
TGA) 一 工人 一 纪 让 过 而 ， -一 一 < 二 天 坊 


i CT Fh Tf nas 


< Mi | Go— On ON 
< Mh C0 ae<1) 


| TC t+ ho flss mls) dd < Ms 
于 是 ， | : 
hats tA COM 
因此 ，wsgtya -> XX 是 局 部 Hilder 连续 的 ,从 而 在 (加 ,5 上 ， 
z 7(f) = jt, #(z)) 是 局 部 Hilder 连续 的 这 就 证 明了 wl#) 
是 煞 性 问题 《5.7》 的 解 ， 从 证 在 [sw 】 上 也 是 《5.2) 的 解 。 全 


1 


毕 ， 
利用 积分 方程 ,我 们 可 得 解 的 局 部 存在 唯一 性 定理 . 
定理 9.5.4《 钥 的 局 部 在 在 礁 一 性 定理 ) 设 《Hx) 成 立 ， 对 
Vx) ED M3T = T(x)， 使 得 在 [i 十 了 上 初 值 间 
题 (5.2)? 有 唯一 解 。 
将 解 的 存在 区 间 进 行 延 哲 , 可 得 整体 解 的 存在 唯一 性 。 
定理 9.5.5( 解 的 延 拓 】 设 《Hx) 成 立 ， 又 设 对 每 个 有 界 闭 党 
BCU, 象 集 HB) 在 XxX 中 有 界 . 若是 [1sh) 上 (5.2》 的 解 
且 + 是 最 大 的 .。 则 或 者 太一 十 ， 或 者 存在 序列 1 一 4 一 0 
(n> 十 coy， 使 得 《re w(t,)) 一 8U0 (车 0 无 界 ， 无 穷 远 点 包 合 
在 B85 中 )， 
$6 中 罗 赣 一 般 地 讨论 初 值 问 题 (5.2)， 因 而 这 里 略 去 定理 
9.5,4 与 定理 3.5.5 的 证 明 ， 


9.5.2 分数 得 算 子 的 定义 与 例子 


在 $9.5.1; 我 们 在 X 中 讨论 非 线 性 初 值 问题 ,其 优点 是 对 初 值 
* 不 加 限制 CYx € 区 )， 缺 点 是 对 f 有 较 强 的 限制 。 现在 我 们 要 
选择 子 空间 X,， 以 减弱 f 的 条 人 性。 当然 初 值 的 取 值 范 国 就 要 六 
路， 

怎样 选择 X,? 从 定理 9.5.3 的 证 明 看 来 ,其 关键 是 ,要 使 积分 
方程 的 解 uC ， 从 [nn》 到 XX 是 局 部 Hilder 连续 的 ， 

若 取 天 一 于 ， 对 YreEX' 一 DCA)，w:[#0) 1) 一 Xt 是 
(5.27 的 解 , 则 je 人 十 仙 一 AL 一 1 二 机 一 az 
07， 艾 估计 

TGA 一 )C— TE ~ 10) rl 
= lITG+ A 一 #0) TO] dx 


< M4 
tC 
但 是 
fret sD) ~—7G— Old) 


= $81 » 


<{ MT 一 站 4TG 一 DaCD)id 
因为 对 Yx ER (正人 0 
[TOD 一 了]x — |, “22 ds 


= 一 | AT(t)rds 一 一 | TO Axds 
MITCOD 一 了 jz < CHAxl 
TO 一 了 .47TC 一 站 大 so 
CATE — NH, uy)) 
rl’ 
ed callar( =) fCs, uCs)) 
< Ch 一 Ts ts) 


所 以 


这 样 我 们 不 能 得 到 “Cn na 一 的 局 部 Hilder 连续 性 。 天 


此 ,我 们 必须 男 选 子 空 他 X,。 
将 [T(h) 一 了 jz 形式 地 表 为 


{TOY 一 站 zx 一 一 | 和 -TDLext 


我 们 将 引进 分 数 罕 算 子 心 ， 希 望 它 满足 : 
1* 4 具有 通常 指数 函数 的 运算 法 则 ， 
2 当 0<a< 乏 B<1 时 
DUA ODCAN ODA) 
3° | 4eTD < Car Cr > 0), 


然后 取 X, 一 X* 一 DCA4°), 对 Vx € DCAD), 令 lxlls = 2 
-及 X" 为 我 们 的 “工作 空间 ”, 可 以 证 明 积 分 方程 (3.3) 的 解 #: (zo， 
1) -> X* 是 局 部 Hilder 连续 的 ，§ 9.5 的 主要 目的 是 引进 分 数 
第 算 子 好 与 分 数 因 空间 X" 《 当 & 二 0 时 X" 一 XX)， 以 便 在 X* 


中 讨论 非 线 此 方程 的 初 值 问题 。 
为 了 引进 分 数 守 算 子 , 我 们 先 看 一 个 例子 。 
ra) 一 | eds (a> 0) 


* 玉生 


一 4 1 全 me vd ( 令 fogat, 40) 
硬 ! 


1 + Lr 
一 FD | eed 
推广 之 ,我 们 引进 分 数 肥 算 子 的 如 下 定义 ， 
定义 全 5.6 设 4 是 扇形 算 子 ，Reol( A) 之 0. 
1* 对 任 丰 a 六 0, 


一 在 


可 


25 .但 一 了 : 
3” 对 任意 e 盖 0， 
加 二 CA 
因为 Regt A) > 90， 所 以 存在 正常 数 8,c 使 得 
he ce: C0 . 
因此 定义 1!” 中 的 积分 是 收 钱 的 ， 
后 面 将 证 明 ; 当 e > 上 时 4 是 一 一 的 , 因而 存在 道 算 子 ， 
定义 3” 也 是 有 邦交 的 . 
若 g 志 0, 则 DC) 二 ,车 a 记 0, 则 DCA) 一 ROCA™")。 
对 a 一 1， 4A" 就 是 4 的 着。 四 为 T(1) 一 1， 
(a 
在 0 df 


4 | 也 -a 一 4 《4 的 道 3 
ys 本 


例 1 设 4 是 正 线 量 算 子 《 即 X 一 R 中 的 有 界线 性 算 子 对 
应 的 1 x 1 振 阵 《zc7， 其 中 元 素 = 为 正 实数 )， 则 如 前 定义 的 
”就 是 通常 意义 下 正 数 4 的 (一) 划 。 

例 2 .车 4 是 Hilbert 空间 中 的 正定 自 共 克 自 子 。 其 谱 表 示 
为 i 

A= 1 1dEC17 


* 六 语素 二 


胞 ] 
4 一 | 4"dEGQ) (a>0) 
迹 明 
4 一 rs | 人 人 aca?] :a 
-高 人 ra 


一 人 "dE(4) 


例 3 若 4 二 1 十 8,8 是 有 界线 狂 算 子 . [B81 一 1. 


A (1 +B)™=— > °)s 


[| 


一 > (一 De Ko+ D(at+n 1) Bu" 


1 
如 三 只 nt; 


站 朋 


eee i eT 1 —《—Bi)” 


二 站 二 
-4 +™ re—l ss , ~ 1 一 是 站 ea 了 
4 


nm 二 让 操 ! 
DD)" 
2 nt a" 


~ 证 (0D: 上 ra 十 办 pe 


"te 一 上 


R= 好 1 Te) 
3 1)* e+ 1 te 


9.5.3 分数 逢 算 子 的 性 质 
定理 95.7 设 4 是 扇形 算 子 ，Reo(4) > 0。 则 


+ 354 。 


则 


1” 对 任意 上 > 0, 4 是 蒜 上 的 有 界线 性 算 子 ; 
2°? 当 mDP0 有 0 了 半 A A = A ®t; 
3? 对 任意 > 0, 人 ”是 一 一 的 . 
证 明 
1? 由 于 Rete() 一 0， 所 以 存在 之 0,c > 0， 使 
Ne ce (C0) 
-于 是 
4 < | eesaslsl 
”是 有 界线 性 算 子 . 
2” 仿 TT*Y 一 T(OTOE) 
A"A 一 二 人 人 dle ttn ds 


to (+ . 
= | | lin ~ ee A dd 
i 


全 | 一 Da | dn CE 9-5.1) 
一 去 随 jp- | 人 二 六 
* 人) 和 


上 一 上 一 各 | “= 一 if — Byz d 
二 Wile ,2 ‘ za) ds * du 


a A-'etP) 
3° 由 2°， 对 正 整 数 w， 
A = A A A A) 
因为 4 (4 的 逆 ) 是 一 一 的 ， 所 以 47* 也 是 一 一 的 。 又 车 
4raz 一 8。 对 任意 正 整 数 > > 
区 
于 是 xz 二 9, 即 4 是 一 一 的 。 证 毕 , 
#3 二 


推论 95.8 车 之 8， 刚 DCACDCA”)，, 
证 明 设 6>0， 车 yE RCA™)， 则 存在 xEX， 使 得 
?一 dx 
A™r = A 
-AA Nr Ee RCOATFY 
于 是 RA ICRCA™ 即 DA’Y 
CD440。 其余 情 形 显 然 成 立 . 
推论 9.5.9 对 任意 a,8, 令 
r 一 max(e,8sa 十 让), 则 在 D(A'Y 
上 有 
阁 9-5.4 A A = A A Att 
证 明 ”只 须 再 考虑 以 下 丙种 情形 
《1) as 有 异 号 .不 妨 设 x 之 0 人 一 0. 此 时 r=™ a. 
当 刀 十 < 过 0 和 时 ,有 
Ati Ad = A A A am A 
即 在 五 (4 加 ) 上 


et 一 和 和 A A 
当 g 十 站 这 0 寺 , 由 
A A wm A 
e+ 站 一 A 
得 结论 ， 
当 0 十 8 二 0 时 结论 显然 成 立 . 
(2) a，8 均 为 正 的 .此 时 了 一 a 寸 有 
这 时 由 
A dt a Ath Ai = 
得 结论 证 毕 ， 
定理 9.5.10 设 4 是 遍 形 算 子 , Reaf 人 > 盖 00<a< 王 1， 财 


1° 全 一 re! 十 A) ds 


2° 存在 常数 Cc 使 得 


和 


4 和 Cc 
3” 对 每 个 xxE 部 ， 
lim .dy 一 多 
看 = 二 种 十 加 


证 明 1% 4 是 扇形 的 ,所 以 好 7 十 4 也 是 扁 形 的 . 当 1 守 0 


Recafa7 + A)>1iF0 


+ 
Gr OT crema 
+ 


才 吧 


上， Gt oma a | 


-ee 


+ +m 
er | te :4 | ed 
0 J 


e ‘Ae eds | dl 


中 号 
~—T(l 一 四 | Ie dr 
0 


Sin wo 


证 明 2” 由 扇形 算 子 的 性 质 知 。 存 在 竣 实 1，Ci 这 0。 当 
A4 守 Ro 时 


Gr + 人 -员工 和 


对 此 Ros, 又 存在 Co>> 0. 当 0<12 扫 Ro 时 
| 
于 是 
1A < es 2 + Daa 
十 se LA + 4A)"a 


"387 。 


< | zt | CR 十 |2=a 
8 TT 


! aCl 
证 有 明 3” 设 x D(A) ， 则 在 在 ?< 和 ， 使 得 > 一 49。 于 


1 ss 


是 


A 一 xz 一 Areatoy Mty 
+ 经 _， 
加 |， (a to 1): ‘Yd 
因为 中 -4 之 Were 《8 > 0)， 所 以 
Ax — zl M, 人 


自 


一 中 all 
十 对 ， | 1e “dry 
其 中 To 之 1 是 任意 给 定 的 正 数 ， 由 这 个 不 等 式 立 即 可 得 
lim Ar— x (xEDCAY) 


因为 BCA) 一 X，4* 对 a (0,1) 是 一 致 有 界 的 ,所 以 对 
任意 xe 和 有 


lim A ?ro x 
看 考 烛 十 


定理 95.11 设 4 是 户 形 算 子 , Re 全 0,0 < 二 a 三 1. 车 
EDCA), 则 | 


hez = sa | PAC 4 人 -er 
i 
证 本 0 过 1 一 w 之 1。 由 定理 9.5.10 得 
A — Sr CT 十 AY rd 
亚 [本 


因为 xze DCA)， 所 以 ze DCAr) ,heraze DCA), 由 A4 的 闭 线性 。 
若 要 


dx 一 MCAT 一 2 上 eA + AY'x di 


成 立 , 只 和 须 在 端 积分 收 伍 。 
因为 存在 Ro> 0 和 和 C>0, 当 ro 时 


全 也 站 让 


[Cr + 了 < 


于 是 
MAC + A < CAT 
又 因为 
A A = HG + A 
所 以 上 At 十 4A) 省 在 1e[0,Ro] 上 一 致 有 界 ， 由 以 上 估计 我 
们 烛 道 积分 


十 
| yA 二 A)-tx dt 
9 


是 政令 的 。 证 毕 . 

定理 9.5.12 设 4 是 诈 形 算 子 ，Reet dd > 盖 0。 则 对 任意 a， 
如 是 闭 稠 定 的 ， 

证 有 明 车 a 和 0, 则 是 Xx 上 的 有 界线 性 牌子 , 于 是 全 是 
-六 再 定 的 ， 车 ze> 0， 由 了? 二 (A)"!， 闭 算 子 之 逆 仍 然 是 闭 
的 ,于 是 心 是 闭 的 。 余 下 的 是 证 明 ; 当 c 这 0 时 DCA*) 在 式 中 
稠密 . 

对 任意 x € D(A)， 存在 ?和 rz 一 A"'y。 对 此 yY， 存 在 加 
站 (Jo 一 yy 于 是 A ya A yt. 家 Ye 则 ww 
< DA) Axn — yn EE DCA), BN xzmEDEy，ztm 一 *。 这 就 
证 明了 DPC) 在 DCA) 中 稠密 ,从 而 PL) 在 XX 中 替 密 . 

现 设 D(A4") 在 XK 中 稠密 .对 任 穴 xE D(A 中 (CD(A)), 存 
在 某 ? 使 得 x == 4 7， 对 此 y， 存 在 ya EE DAA)， ym 一 y， 令 
zw 一 ATym， 则 xm 一 x， 因为 yw 一 dzm， 所 议 xw€ DA ， 
因此 了 (4 在 D(CA") 中 稠密 ,从 而 在 XX 中 稠密 . 这 就 证 明了 
对 任意 自然 数 mn,DCA”) 在 X 中 釉 密 ,同时 证 明了 对 任意 a 0， 
DCA") 在 天 中 稠密 ， 证 毕 . 

定理 9.5.13 设 4 是 扇形 算 于 ，Reo( 人) > 01。 则 对 任意 :一 
0， 由 一 4 生成 的 解析 半 群 e 满足: 

l® ee /Xr DO), 


地 


29 re 4 是 和 上 的 有 界线 性 算 子 ， 
3 对 任意 2 DC)， 
Le 4 ei 
证 明 1 内 须 对 >0 来 证 明 。 因 为 对 任 郊 自 然 数 #, ee- 用; 
下 一 也 4)， 取 于 > g， 就 得 e 人 :和 -CC 
证 明 2” 显然 、Are 4 是 定义 在 世上 的 闭 线 性 算 子 ,由 闭 区 
象 定 理 知 ， 寻 ce “' 是 XX 上 的 有 界线 性 算 子 . 
证 明 开设 8> 10， 利用 4 的 表达 式 及 
At At oo edie™dt 
可 得 
A 8 
里 此 又 得 ，*E 瑟 (4 嫩 )》 时 
gw 一 
Le sir 


证 毕 . 
9.5.4 几 个 估 放 式 


我 们 引进 心 ， 希望 它 满足 .(5.8)， 已 经 证 明 过 (3.8-1，2 
式 。 下 面 要 证 朋 (5.8-3°》 式 成 立 。 同时 还 证 明 一 些 与 2 有 关 
的 估计 式 . 
定理 95.14 设 4 是 扇形 算 子 、Reo Ad 之 B> 0， 则 
1” 当 g& 守 0 时 存在 常数 Cu。 使 得 
Ae Ce (> 人 0 
2 当 0 之 8 过 1 时 ,对 x€ D(A*) 有 
He — Del < Car Arxl 
对 性 蔽 上 5 沁 0, 当 a E(t0,6] 时 Cs 是 有 办 的 . 
注 ，Recf 人 >0， 必 有 Rec(A) 守 8> 0。 


证 明 1? 利用 已 有 的 结论 : 对 1 > 0， 
四 2 Ce 


和 可 写 癌 于 


|Ae 4 a Crile 
可 得 当 5 一 1 ,2,3,，.- 肝 , 
| Ae A = Ae) < (nO) 
现 没 #3 一] < (n= 1,2,3,... :) 
re 4 = Lee 


1 人 a - 
a A) 
< Tn— cy io lee las 


< (nC)” 
Tin 一 ay Jo 


cy 
"Tn 一 r) 


| 9 十 上 一半 


| zol 工 下》 


一 CnC) a— a of 
Tin — ox) ” ) 产 eo 
和 ~ (nC i 
0 Ya? 
_ 人 


1 4 人 < Car-ee~ 
证 明 2° 因为 
[eA 一 了 jx 一 — Ae yrds 
对 任意 xE D(A4*)， 有 exeD(L4)，Aeerhz me-4dos， 所 
以 
le — Da < ) Larese-e eslads 


生 
< | ce 本 Adla 
< Cle 


出 Cu。 的 表达 式 知 C。 的 有 界 性 ,证 毕 ， 
定理 时 5.15 设 0 一 = 一 1, 4 是 忆 形 算 子 。Regl(A) > 0， 则 


» $0 = 


如 | .和 | 


存在 常数 Co 0， 对 任意 xt DCAY》 和 PP 之 0 有 
Ax SS Co prlzl + or tl Axll) 
与 . 
Axll < 2Col st meh.Axl" 
证 明 由 定理 9.5.11 得 到 ,对 任意 rE D(A) 有 


Us |e | ea + Oal ee 


+ | | eG + -Axlas 
< | | Men 
sin zxtl — eo) i 
+ | Mo ax 


< Caprlzl + pt Axll) 
若 xs 关 0,， 取 p 一]4h 咱 x 大， 得 
Asx 2Co0lxll ll Axll’ 

当 #* 二 8 时 此 式 济 然 成 立 ， 

推论 93.46 设 4 是 局 形 算 子 ， 满足 RegtA) > 0 又 设 电 
是 一 个 线性 算 子 ,使 得 对 于 0 三 a < 1 中 的 某 个 a,84™” 在 天上 
有 界 , 则 4 十 吾 基 扇形 的 ， 

证 明 由 条 件 知 ， 

D(BYORCA™Y 一 了 [如 DC 
又 由 定理 结论 得 : 当 >e D(A) 时 ， 
Bsl| = 8A A°xh MA") 
<elAxl| +t clesl 

其 中 8 > 0 可 亿 尾 意 给 定 。 内 此 ,由 定理 9.3.15 知 ，4 十 B 是 廊 
形 算 子 . 

推论 9.5.17 设 4 是 扇形 第 子 ，Reol A) >> 0， 则 存在 常数 


me(o, 工 )， Ryu 0; 使 得 对 0 二 有 之 工 当 | 21] > Ro, |= 一 


下 嫂 邓 南 


arEg1L| 之 po 肘 . 
TAC (5.9) 


当 hep 一 A4),， 14| 三 Ro 时 
NA+ AYSC (C5.10) 
其 小 C 为 某 个 正 的 常数 . 


LG A CH AC + DT + Le 人 
< Cd 十 4) 二 4) 


由 推论 9.3.13， 存 在 poe [0 三 )，Ro> 0， 得 5.3) 


当 4E pt 一 用)，141 和 Re 时 ,由 
ACQ+ 1 一 一 一 上 十 
(十 一 十 
得 《5.10)。 证 毕 ， 
推论 95.18 设 4 是 扇形 算 子 ，ReoCdD) 二 0， 五 是 闲 线 性 算 
子 ， 厂 (BIDDK 0 < 过 17， 出 
1” 存 古 常数 CC 二 0 
Br ClAxt (XE DA)) 
2° 存在 常数 和 > 0， 对 任意 2 :> 0 和 rt D(A)， 
1B 和 Clelrd + pr Ar) 
证 明 留 作 练习 ， 


9.5.5 分数 得 空间 与 图 范 数 


设 4 是 Banach 空间 X 中 的 该 形 算 子 ， 若 Reekd) 盖 0，、 我 
们 就 可 引进 到. 车 Reo( A) 非 正 ,我 们 可 选取 =, 使 得 
如一 4 十 oj，Recld 0 而 于 也是 肩 形 算 子 。 对 古 
就 可 引进 好 ， 以 后 我 们 将 堵 瑟 新 交 空 间 
Xe 一 (3 (ez0 
并 引进 图 范 数 
qxlo = 上 xi Cx € 2X") 《5.11) 


记事 有 3 = 


对 于 不 同 的 4s,， 只 要 Reafd) > 0， 显 然 在 有 和 根 砚 的 定义 

， 我 们 将 进一步 证 明 : 对 于 4 的 不 向 选择 ,(5.11) 给 出 了 X* 上 
的 等 价 范 数 因此 我 们 就 不 必 演 有 菩 对 于 = 的 选择 的 依赖 性 . 

先 证 明 以 下 定理 

定理 .5.19 设 4，B 是 X 中 的 局 形 算 子 。 福 足 D(A) 一 
DiB),， Rect A) > 0, Reo(tBY) > 0, 对 于 [0,1) 中 蘑 x,C(4A 一 8) 
A™ 在 和 中 有 界 , 则 对 任意 pe€[0,1]，AB 和 BSA™ 都 福 X 
上 有 界 。 

证 明 当 有 一 0 时 是 恒 同 算 子 .显然 成 立 . 且 一 1 时 , 因 (8 一 
44 有 界 ( 已 知 条 件 )，4 人” 有 界 【〈1 一 上 > 00), 所 以 

BAT=I+t+(B— AA™A 

有 界 。B8A™'， 基 苞 到 生 的 有 界线 性 算 子 。 辫 有 闭 算 子 48 ， 由 
Banach 逆 算 子 定 理 知 ，48 也 是 有 只 的 ， 

以 下 假设 6<8 二 1. 由 


Bi A?== 外 又 | i + BY ~ C+ La 
=- Sa | 1 + BYHA— BY + 人 


得 到 ; 
Bad-2 一 了 一 sep. | -Ba + BJC 

— BA™ A A da 

再 由 假设 条 性 及 推论 9.5.17 得 到 
IB?ATSE1+c [fe 2 -fd 十 | Laega | 
其 B54 在 X 上 有 界 ， 类 似 可 证 A*B* 在 六 上 有 界 ， 证 毕 ， 
推论 9.5.20 设 4 是 山形 算 子 .对 不 同 的 a, 只 灾 Reck4J) 一 

RegCA 十 a1) > 0， 则 范 数 

xie = AXL Ce 0 
是 等 价 的 . 


+ 394 。 


证 明 仿 
A= A ui, B= /Atag: 
【Read > 0, Reol BY 0) 
则 好 一 站 一 (《o 一)1， A 在 X 上 有 界 , 于 是 《4 一 的 4 一 在 
下 上 有 界 。 由 定理 9.5.19 得 
IB) = | A EAA 
Ax — (AB Bxl < AB lB x 
证 毕 ， 
今后 ，X* 是 我 们 讨论 非 线 性 方程 初 值 间 题 时 的 "工作 空间 ”， 
所 以 我 们 还 要 研究 它 的 菜 些 性 质 ， 
定理 9.5.21 设 革 是 山形 算 子 ， 则 
Il CX", :为 一 族 Banach 空间 ， 刀 一 天 ， 且 当 上 
人 0 有 陡 有 XeCX， 低 人 为 连续 旦 等 密 的 。《〈 即 和 在 xz 中 稳 
密 , 若 在 X* 中 zs 一 x 则 在 Xe 中 xs 一 和 
2” 若 4 有 紧 预 解 式 ， 则 当 > 盖 8 关 0 时 媒人 为 紧 的 .《 即 
X” 中 的 有 界 集 为 六 中 的 紧 集 ,) 
3” 若 名, B, 是 扁 形 算 子 ， DtB) = D(CB,), Reot Bj) > 
0 (一 1,2)， 存在 0<a 之 1,《B, 一 8.)Bi 是 有 界 狂 算 子 ,对 
任意 < 所 1，X? 一 DCBY) 中 一 1,2), 则 Xf 二 XY 且 有 等 
价 的 范 数 , 
证 蜡 1? 显然 CX", 上 :1 为 Banach 空间 ，X? 一 天 ， 当 
C0 CR 区 rE 二 则 rr EE, 
(ra 一 ze 一 上 (xz — x = A Ar, — x 
< MATCx, — x) 
于 是 mm 一 *， 因 为 Xe 一 DCA) 在 xX 中 狗 密 ,以 在 X* 中 和 
密 、 
证 明 2” 因为 
A — 各- 好 
A7! 一 《4 十 al)”! 基 紧 的 ， 所 以 A477" 二 44 ”是 紧 的 ( 习 则 
= 


3.19)，X 紧 包 含 X*. 
证 明 3° 奖 似 于 推论 9.5.20 可 得 证 ， 证 毕 ， 
定理 95.22 ” 设 4 是 扇形 算 子 ，Reol( 4A) > 0,B 是 闭 线 性 算 
子 。 D(CB) 富 DCA)。 若 对 茶 0 过 + 过 1， 和 每 个 p 宇 p> 0， 
xE DtAY 有 
和 BC Cp 二 A (5.12) 
则 对 任意 * 二 a 二 1 有 
DOB)ODCAY = Kr 
证 明 设 x*EDCA40"), 则 4x E D(CAYCDtB8)， 因 为 B 
是 闭 的 ,所 以 
一 1 te 一 4 
BA x = Ra 上 1° Be “rdr 
到 要 右 端 积分 收 敏 ,而 


_。 1 [fw -Ai 
和 Bl < 让 Be-Atxilas 


十 | sll Be™Atxl| as ) 
而 


当 上 >0 了 时 ee Airxt D(A), 于 是 有 取 5 二 or， Pp 一 1 由 (5.12》 
得 
”Be Ar Cree zl + tA |] 
Mx 
取 pp 一 pp， 由 (5.12) 得 
“Be Axl < Ce tL ple zl 

十 wlAe A x] Cre 

+ pg Me xl 《re[B 十 oo) 
其 中 页 盖 0. 

因此 ,对 任意 rE 一)， 
BATexl < Ml 

因为 84” 是 闭 的 而 且 PDL“》 在 XX 中 稠密 ， 所 以 对 任意 xE 
刀 ， 


于 号 号 看 


NBA™zxl MII, DCB) IDS) 
96 非 线 性 方程 的 初 值 问题 


现在 我 们 可 以 比 59.5.1 更 一 般 地 来 讨论 抽象 的 非 线 性 微分 方 


程 
As G> (EY 
及 相应 的 初 值 问题 CCauchy 问题 》 
C2 + 一 天 
dt En) 
nCro) = I 


我 们 假定 (Hxe2; 

1? 4 是 Banach 空间 站 中 的 遍 形 算 子 使 得 地 二 A 十 of 
的 分 数 每 是 有 定义 的 ， 而 县 对 于 a 守 0,， 带 有 用 范 数 jixll, 一 
HA3xj| 的 空间 XX* 一 有 4 享有 意义 的 ，. 

2” 对 某 个 0 专 & 志 1, 了 招 BR x X" 中 的 某 开 集 吕 了 胰 到 并 
中 类 ,并 月 在 上 六 于 :局 部 Halder 连 纱 关 本 二 局 部 Lipsc- 
hits 连续 , 即 若 (rr ,ww*)eE D0， 存在 《1*,) 的 一 个 全 起 了 CC ， 
使 得 对 于 (zi,w) EF，(s,v)E， 有 

NC — Os) Lis Co sl + la — wlla) 
其 中 工 ,F 汐 基 正常 数 ，0 之 js 三 1， 

本 节 的 主要 任务 是 ， 把 常 微分 方程 的 主要 结果 推广 到 方程 
《E)， 初 值 问题 《Eo》 的 解 的 定义 由 定义 9.5.1 给 出 ,其 中 并, 一 
A 


9.6.1 溃 厅 性 的 Gronwall 不 等 式 


论 讨 常 微分 方程 时 常常 用 到 Gronwall 不 等 式 : 
设 v0 个 宇 0 在 [wT 上 连续 。 若 存在 正常 数 C, 上 ， 有 


vA ECI+L | vds 《re [am T]) 


s 3 和 


则 
v(s) Celi-n) 


而 讨论 邦 象 方程 《B)7 时 ,常常 要 用 到 如 下 昔 识 性 的 Gronwall 不 
等 式 ， 


引 再 9 加 1 设 v7 320 在 [nsT] 上 连续 。 若 存在 正 的 常 
数 sy payta 必 LI， 使 得 当 了 E[a 了 了 ] 时 
ve+b | (: — ve)ds (6.1) 
则 存在 常数 M > 0。 它 与 a 无关 ,使 得 
ve Moe (eln, Th 
证 明 将 (6.1) 选 代 ” 一 1 次 ,并 利用 等 式 
| 【一 人 一 


CG: —— Lp ht Tto)T(F) 
Tle + 8) 


得 到 
y(tb | Cf 一 习 2 一 ! |。 十 占 


x | (az 一 zeCrDdr| are [ 上 (=| 
+ of [fem — oa ra 


~e 1+ = | 


1 Co) | io-i 
十 占 TZ | (riv(rydr 


vl) <a 六 (I 一 #0)” ) 


i=0 - 出 


+ or 


取 = 充分 大 使 得 sa 一 1 > 0， 于 是 


志 本 号 呈 二 


sy C+ CC, | vr Ydr 

常数 Cli, Cy 只 依赖 于 了 一 加; pb, 与 ea， as 无关 ， 最 后 利用 
Gronwall 不 等 式 可 得 结论 ， 

9.6.2 与 初 值 问题 等 价 的 积分 方程 

如同 定 理 9.5.3， 我 们 先 建 立 《〈Eo) 与 积分 方程 

ti 一 nt 十 | 0 zt 《6.27 

的 等 价 性 . : : 

定理 96.2 设 《Hxe>y 成 立 , 则 

i? 落 z 是 [wsn) 上 《Eo 的 解 , 则 二 说 满足 6.2733 

2? 车 ww 是 队 [py 到 Xe 的 一 个 连续 函数 ， 旦 对 某 p> 
0d， NC,nCds 三 十 00, 又 对 加 所? 二 ns# 满 足 46.2), 则 
ss 是 [zs 上 Eo) 的 解 ， 

和 证明 1° 与 定理 9.5.3 的 1° 相同。 


证 明 22 设 weECt[aa ,X”) 满足 (6.2). 义 设 对 某 p> 0， 


1 jC zola 一 十 ae。 只 须 证 wii(as 阅 一 和 是 局 部 


fi6lder 连续 的 。 余 下 的 证 明 与 定理 5.9.3 的 2° 相向。 以 下 不 妨 
设 及 ec 人 二 0, 
车 [起 , 开 ] 之 tog) 近世 之 十 请 之 主 ， 则 
sfz 十 bY 一 yf) = fed 一 I)e™ ody 


外 De 


十 | e+5 da 。 2 
取 0 二 5 过 1 一 a, 则 对 任意 z€ 天， 由 定理 9.5.14 得 
上 Ce 一 4 a. Te ngll, = [es Ase™ 9344|| 
< Co ree 2) CHC CO— ll 


二 


《0 < < 昌 
同时 又 有 
Me™ 一 De ar < Co A ed | 
CR Ge [st ,tl1) 
于 是 
la 十 本 一 天 个 |。 之 CF 


二 | CG — Oss ashes £ Ch MP 
因此 #: (osn) -* XX” 是 局 部 Hslder 连续 的 。 证 毕 , 


9.6.3 ”证 的 局 部 存在 性 和 唯一 性 


对 积分 方程 (6.2), 利用 压缩 映射 原理 可 得 
定理 9.6.3《 解 的 局 部 存在 性 和 唯一 人 性》 设 《Hxe)》 成 立 , 任 
给 (sm, *)EU， 则 存在 = 了 (tx) 使 得 在 [aa 十 TT 上 
《Eu 有 唯一 解 ， 
和 证明 因为 《nsxz 6 U,V 是 开 售 ,所 以 可 取 80。、5 盖 ， 
多 ={Gn)is 1 rts Oo— xlls CV 
并 且 对 一 切 Qi)str,m)}EV 有 
fs) 一 fi, a) < 也 | 一 slla (6.3} 
0 TT 他 
$= {viv:En,t 二 了] 一 XX" 是 连续 的 , v0 一 z+ 专 引 
在 8 中 引进 任意 两 个 元 素 #,w 的 上 距离 
jx 一 vils = max 和 本 的 — oA} rE Ltosto + TI} 
则 3 是 一 完备 的 度量 空间 。 
对 于 ES3， 由 
人 Cofz) = dx 十 |. ed Hs ver))ds 


定义 GKa)。 我 们 证 阴 可 适当 选取 了 使 如 是 英 8 到 自身 的 压缩 股 
射 ， 


+ 元 DO = 


显然 ; 若 vE Xe， 则 Cre Xe. 着 ve $， 则 
He C—O eT 一 了 zj 


+ | Aseenpls, Cs) has 


布 
ff Aramosfs, vas 
— | eHs, 0)) — fr, #) Mas 
十 | hereronfs ,as 
< (18 于 大) Arenas 
和 ML 十 天 ) | wierd (< 和 十 人) 
其 中 
于 一 maxl 上 大 二 站 和 Li, fo + r)) 
当 1 > 0 


lA?e™all 过 Mi er 
可 取 开 之 0 弯 分 小 使 得 


eT 一 Dri < 六 (< 和 :< 加 二 了 ) 


“7 全 
MIL5+ K) | Me sd A 
外 


ty 


于 是 
| ™ rll < 站 
RP Gee ss, 
若 pc， 介 
icCOO 一 CD < | NA-mna ,us)) 
— jw) ds ML | ne"dnllw 一 wlls 


。401 。 


必 二 le — vl, 


一 1 # 一 乡 
lox — Gul. < 1 | 


芭 G 是 压缩 的 . 
由 压缩 映射 愿 理 ，G 在 中 有 唯一 不 动态 #，w 是 积分 方程 
《6.27 的 一 个 连续 解 。 因 为 
wo) 之 人 ex) — ft sx) 
二 和 Gx 和 L8+ 居 
所 以 自然 满足 
| Hf, stlar < 二 oo 


因此 xD 也 是 (Eo) 在 [sto 十 了 T》 上 的 唯一 解 。 


9.6.4 解 的 了 延 拓 


定理 $6.4 设 Hxe 成 立 ， 叉 设 对 每 个 有 界 闭 集 BCU, 象 
1B) 在 天 中 有 界 , 阁 ws 是 [hs na 上 十) 的 解 且 t 是 最 大 的 ， 
则 或 者 5 一 十 co ， 或 者 存在 序列 1 一 一 0 {n> 十 9) 使 得 
《ios#(1a)) -> 8U ,《 荐 口 无 界 ,无穷 远 点 包含 在 8U 中 )。 

证 明 ”两 反 证 法 ， 若 不 然则 羔 近 十 co ,在 在 有 界 闭 集 BC 
UT 及 之 4 ， 使 得 当 所 1 所 t 时， 《+ WCE) E 8。 车 我 们 证 
得 在 和 中 存在 ,m,n 人) 一 m4€ 8B， 由 局 部 存在 性 定理 知 , 解 还 
延 拓 到 :之 二 《满足 tt) 一 4)，、 这 与 & 的 最 大 性 了 矛 唇 。 因此， 
余下 的 是 证 明 : 存在 xw&€ B。 在 区 中 有 ,En ， HC 一 ts 

分 央 步 证 明 . 

先 证 明 对 任意 8 te 和 P<1); 当时 

上 xs 竺 M CM 为 谊 数 》 

因为 信 B) 有 蜡 , 可 设 C 一 supfllfGe sa， ee B8}, 于 

是 
aa ls Le 


志 如 全 * 


+ | MAPe oA, welads 
< M, {¢ — 1) lw) 


+ 人 Gs) -as| (6.4) 
[rds EM Cw 
再 估计 go 一 wr 其 中 和 之 1 二。 
因为 
ut) 一 下) = Ce TT oo wT) 
+ | eodfs ,ss) Yas 
所 似 
| 一 二 Ts CC 一 三 
+ 二; | 人 一 人 
由 这 个 估计 式 立 即 可 得 存在 ,fim ss) 一，B 是 闭 的 ， 所 以 
{1 XE 五 。 证 比 ， 
推论 96.5 设 Hr 成 立 ; 其 中 区 一 《十 oo) XxX X*、 及 对 
仁 意 (iw)E VU, 了 满足 
[fe a) i < AAC + al) 
站 由 赵 :) 在 (rT, co) 上 连续 。 若 如 > tr xf Ne， ， 则 对 一 切 
7 袜 0 《ED 的 解 存在 旦 唯一 。 
呈 且 艇 的 延 拓 定理 是 适用 的 。， 若 此 推论 不 成 立 ; 则 在 在 
oo 旦 存在 zn 一 使 得 sgzo| 一 十 cc。 人 是， 
wl S eed, + | A 


AQF faa < clale + ca 一 9 


GF lulas < 0 + 8 GC — oh) leas 
由 带 奇 性 的 Gronwall 不 等 式 得 jst 所 本， 这 便 巴 着 了 。 


和 


9.65 解 的 紧 性 


定理 9.6.6 设 4 背 紧 的 预 解 式 、， 对 任意 有 界 闵 集 BCX， 
RT Xx BCUCR x X", 都 有 KR+ x B) 在 X 中 有 界 。 若 wi; 
tx 是 Lo 十 c2) 上 《Bo) 的 一 个 解 , 当 # 一 十 co 时 tf; 
x) 上 。 有 界 , 则 

{w(ts 和 sx) 

是 中 的 一 个 紧 集 ， 

证 明 ”我 们 多 经 知道 ; 当 4 有 紧 预 解 式 时 : 若 0 和 ac 8 于 1， 
则 XPC-X* 是 紧 包 含 关系 ,因而 只 要 证 明 当 1 守 p% 于 1 时 tes 
,x*)lls 有 界 就 够 本. 
不 内 一 般 性 ,可 设 Reek 1 之 0 

Wrasse EC tt) 

因此 

Cesto, zs | AS oe |xll, 


十 | Ase moa fs mC as 
< Mo 一 四) 


时 
十 Mi 人 一 站 2 二 1 


若 Reot 仆 记 一 a， 则 RegtA 十 a) 汪 0, 令 
gC 4) = fs) + an 
和 芳 察 
恒 庄 


~ CA- a gH) 
ar 


并 注意 
asd = HA-°A°anl < Mon 人 
g 与 了 满足 相同 条 件 :证 毕 。 
注 “如 果 不 假 定 4 有 紧 预 解 式 ， 那 么 上 述 论证 证 明了 : 若 解 
在 Xe 中 有 界 ， 则 解 在 Xe 中 也 有 界 ， 其 中 0<a <8 一 1， 当 
然 , f 仍 满足 定 未 的 条 件 . 


“404 。 


9.6.6 解 的 连 统 性 和 可 微 性 


现在 讨论 解 对 右 端 还 数 及 初 值 ,参数 的 连续 性 和 可 微 性 . 
设 有 初 值 问题 


1 (em 1,2,-.*) 


(6.5) 
(to) xo 
及 
du 
必 + pwn 一 有 (1 (6.6) 
#(10) 一 20 


它们 的 解 分 别 为 pA， pA 站 着 2 一 十 o 时 
fts #) 一 > ft, #) 
Fa jos Xa 

基 否 有 四 区 ti 一 potD? 下 面 的 定理 回答 这 个 问题 . 

定理 3.6.7 假设 

1” .4 是 扇形 算 子 ， 

2” 对 基 oc€ [0, 1), UCR Xx X” 是 开启，{f.(t, 引 ,，# 一 
0,1,2,---} 是 0 到 大 的 函数 序列 ， 每 个 所 关于 ww 局 部 Lipchitz 
连续 ,关于 上 局 部 Hilder 连续 ,并 且 

mn Fa = h(t, #) 


对 于 如 的 任意 一 点 邻 域 中 的 (1,w) 一 致 成 立 ， 

3 当 站 一 十 op 时， Coy#s) ED xr 一 ao 有 一 0， 旦 实数 
mm 0， 

4? ukz) 是 《6.6) 的 极 大 定义 解 ， 它 在 [s,s 十 了 上 存 
在 ， 
则 对 和 枉 意 me (加 十 了 0)， 当 # 充分 大 时 《6.5) 的 解 st) 在 
Liosrt 1 存在 并 在 feet 十 To) 的 紧 子 区 地上 工 一 狼 其 有 

pad) 一 pe) 0 


* 和 0 < 


证 明 ”显然 不 妨 认 为 4 一 0, x 一 0, tm 一 1, 过 之 pr<2， 


讲 一 步 可 设 在 [9,7To) 上 (1.0) 一 8，qpolf) 一 0 不然 的 话 , 落 
往 术 人 一 村 一 四 人 Lp， 相应 的 方程 是 


三 
到 十 indy = fr sw 七 Po pt) ) 


一 pajoCpevt, Po pnt )) 

性 取 4 € C0,To)， 于 是 [0,41 Xx 19} 是 U 上 的 一 个 紧 集 ; 因 

此 存在 8 之 0 和 上 这 0， 使 得 
ots 用》 一 有 把 外 < Ln 一 加] 

(la, iis 5 0 之 上 有 时) 而且 当 0 之 < 委 壤 。] il。 
所 上 时 一 致 地 有 1fGe yo 一 Qs 0 一 V9， 由 此 也 可 得 到 ， 当 
0 时 ,对 充分 大 的 #。 上 (4,w)1 有 界 ， 

卦 于 充分 大 的 n。gsl 站 在 [0,4] 上 是 有 定义 的 。 事 实 上 ， 
员 芍 在 0 委 二 :之 二 上， 人 Di 过 3， 我 们 就 有 


ee < eestieale + ee Los, ok)) 
一 fts, pa)1ad : 


+t ep ds 
0 


se Me matslla + Mr 


, | J* 5 em A ds 
必 


+ Mp Ge — rere gps las 
Clzds 十 人) 
+ C Go— pe 


其 中 
A sup{lf Cr ,wy —fotrsiN| Os, fst, < 了 
再 由 带 奇 性 的 Gronwali 不 等 式 得 


. 考生 必 人 


和 po Cz 二 人 A) (nn 充分 太 》 (6.7} 
其 中 忆 与 # 元 关内 要 充分 大 ,就 有 
COlralis + A) < 
因此 ， 由 解 的 延 拓 定理 知 ， 当 = 充分 大 时 在 19,n1] 上 pn 站 存 
在 ,(6.7) 在 0 志和 魏 4 上 威 立 ; 从 而 当 # 一 填 o 时 在 4 和 1 二 
5 中 一 致 地 有 ips 一 0, 证 毕 ， 

下 面 叙 述 解 对 初 值 ， 参 数 的 可 微 性 定理 ， 其 证 明 可 网 [Hen ， 
p.64. Th3, 4.4], 

定理 96.8 假设 

1% 4 是 X 上 的 扇形 算 子 ， 

2 对 某 ee [0, 1),D 在 及 X Xe 中 是 开 的 ，4 在 Banach 
空间 工 中 是 开 的 , fiUX A 六, f;, Dj， 于 在 如 关 丰 十 连 
续 , 而 1 一 ji, #4) 对 * 上 是 局 部 Hilder 连续 的 ， 

39 对 于 p> 0 A€ AA, (TEE UU, wf) = Hr TE ,A, 
2 是 

(ee .0 (> 
Wr) = 6 
的 极 六 定义 的 解 . 
则 CE 在 解 的 存在 区 域 上 是 从 X” XX 
4 XR， 到 X* 中 过 续 可 微 和 的 。 导 数 
MD = Dent), HD = Dstt), wD Dwl1) 
是 


由 十 RH 一 站 oj wl), A 


ptry=1 
dr 


必 于 mp = Df mA hv + Difli, 二 二 
下 


ves) == 0 
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[Se + pAw ~ Daf sul), 1)w 一 da 
js = 日 
的 适度 解 。 
车 ,让 一 Df，DPyf 在 万 上 还 是 Hilder 过 续 的 , 则 它们 都 
古典 解 。 对 于 各 的 方程 ,注意 :一 rr 十 汰 La 人 el 一 of 一 
工 ] 
本 定理 的 证 明 可 参见 [Hen，b65] 。 


9.6.7 微分 方程 的 光滑 作用 


在 及 面 的 讨论 中 我 们 已 经 看 到 崩 形 算 于 对 应 的 微分 方程 有 其 
种 光 说 效应 ; 妈 若 初 值 + €E X00 之 a 过 1), 则 对 任意 #1 之 1, uli， 
x)€ DCAY 二 .下 面 将 证 明成 形 算 子 对 应 的 微分 方程 上 有 进一步 
的 光 帘 效应 ; 即 在 一 定 条 件 下 ,可 证 明 ; 若 x€ X*， 则 对 任 音 + 二 
1。 在 解 的 存在 区 旧 上 ， 2 Er 日 是 Hilder 连续 的 ， 


先 证 一 个 引 理 ， 
引 理 9.6.9 设 4 是 扇形 算 子 ，g: (0,T) 一 下 满足 : 
lg) — Eto OG — ON 
(0 +0) (6.8) 


其 中 和 -) 在 《0,7》 连续 且 | ds 天 oo。 令 


GO 一 人 epg)ds Ge (0,T)) 


则 只要 0 二 Fp 就 有 
1 G:C(0,T} 一 X' 是 连续 可 往 的 ; 


a9 < MieCI + MN Ge — rR) 


《0 < 上 < 了 ) (6.9) 
其 中 对 是 不 依赖 于 rr 和 民 "》 的 常 教 ， 
3。 者 对 某 8 盖 0 
* 408 *» 


| eaz = ORY 《天 一 0 十 
出 从 (0,T》 到 "局 部 Hilder 连续 的 。 


证 明 1 由 引 理 9.4.3 的 证 明 , 有 G:(0,T) 一 无. 


do 
i ar 一 .全 (人 十 2 


且 连 续 . 
证 明 2° 以 下 不 妨 设 ReoCA) > 0。 由 于 
—AG() 十 gg) =— — | Ae pl) ds 
十 | Ae Ti Mg ds Ft espgte) 

< 

HO 一 人 Leo — ps)1as 
得 

宇 一 ceag(a + HO 

下 为 


ee, < Mae Ne, < | ae 


le — eas < MN Ge — ORs 
所 以 得 (6.9)， 
证 明 3 任 取 [necf0 TD) 对 尾 意 吉 半 1 十 h 呈 4， 有 
HG! + 四 ) -一 再 人 一 AI 十 An, 
其 中 , 
A — | hem + Hh) — gC))as 
A ‘ Ae TI gt + h) 
— gls + £) — gD + g0r) ds 


放生 可 二 


由 于 
bar < MG 十 天 一 eka 


< Mt Kds 二 MA 


时， 


eol < + 人 + 


Fa 


| ® M, | 4 一品 RD + As) ods 
< MM | tat ir Cg 充分 小 ) 

th :一夫 

| < MM; | Ct -一 站 


| < Ms | Cr 了 了 Ye 过 Mb 
了 及 | 
和 4 二) 
< | ce TA gt + #) — go) 
+ eT Ti eA gD Me + Mh 


我 们 得 到 和 队 《0,T) 到 XxX" 是 局 部 Hilder 连续 的 ， 证 毕 。 
定理 .6.10 设 4 是 届 形 算 子 , 对 基 0 用 wa < 天 1， 开 梨 DC 


RB x XX", f; U 一 是 局 部 Lipschitz 的 。 又 设 s(*) 是 (EB0Y 
在 [4,4] 上 的 解 ， 而 且 (ny re 若 0<r<li 则 对 于 


1 2 (DE X 是 局 部 Hilder 连续 的 ， 上 是 存在 咎 


数 C 禧 足 
四 
ds 
证 朋 FE,) 的 解 nt» ) 满足 
WON 一 eT idy + | ed ws das C6.1t) 
令 gC 二 fi,s(7))， 验 证 gC 站 满足 C6. 耻 ,对 任意 的 1,s€ [Lis]。 


* 10 *» 


Cm C65,10) 


lal) — go LCi os + lx — wa ON) 
车 名 芝 过 ?之 1 十 上 上 迄 。 由 (6.11) 有 
wtf 二 人 一 wt) = (Ce Te Tr) 


中 
十 Wm 十 A pl) lds 
定 磊 让 
二 | etanap(r ds OA + A + A 


六 对 任 章 cr pF 1, 
lal < Caeser TA Ae) 


CA Tots) ls 


Al] 人 1 (rf 一 5) lets 十 a) — gtsyllds 
下 -上 天 
tAmlls < ©C, | Ct et CAO 


le 十 本 一 8 扫 工 让 十 MBL 

— ry tte rs + Ce £1)")] 

二 MG 一 人 ge 二 的 一 sc) 
油 带 奇 性 的 Gronwall 不 等 式 知 

gCG 十 6) — gd Mh — rn re) ls 
+ 一 "= MM 

上 其 中 

ROD = Ma — el 

十 人 一 中 (Crm 1) 

地 然 它 满足 引 理 9.6.9 的 全 部 条 件 ， 易 证 Ae™ 人 94x 在 《ha] 
上 局 部 Lipschitz 连续 ， 因 此 在 《ra] 上 :一 EXrCr < 1) 


是 Haider 连续 的 ,而 且 
eal < Mi 一 一 


“ 41 * 


+ MG — OLG — Oe 


十 人 一 Th 
六 为 
{Cz -一 站 DT TY "ds 
— (fFf— ty) rtie [| ul 一 Ww) du 
所 以 


ES < ue — OD + ~ I 
由 定理 9.6.4 证 明 中 的 (6.4) 可 得 
TCF SE MCT — jo) 
代入 .上 式 ; 寺 取 


oe ed 
得 ; 
|, < Md 一 TO 一 


TM 


1 Ae™ mdy | ee et ef 
Meat 及 本 to 
因此 最 后 得 到 《6.10)。 证 毕 ， 


97 应 用 与 例子 


9.7.1 由 微分 算 子 所 确定 的 扇形 算 子 


设 QCRe 是 有 贺 区 域 ,80 是 光滑 的 , 薄 虑 2m 上 阶 仿 微 分 算 
了 了 
4Kx DJ 一 DS, atx)D 


let 


* 下 了 全 


其 中 akz) 是 总 上 的 足 能 江油 的 复 值 闲 数 Coolx) EE CC2T 配 
Cc"(O)),. 
定义 3.7.1 老 存 在 常数 和 守 90。 对 任意 xxE 2，5ER", 高 
RelC—1)"” Xo)8"] CI™ 


其 中 二 (Bs) GC) lat 为 
二 丰 有 


非 负 整数 ， 
5° 一 经 
则 称 一 4(x.D)》 在 @ 上 是 强 柳 圆 型 的 ， 也 称 4(x,D) 在 9 上 是 
强 贿 多 型 的 . 
我 们 总 是 绽 设 4(r.D》 是 0 上 的 强 实 加 型 的 2m 阶 偏 微 分 
算 子 ， 引 进 ACx,D) 的 形式 共 示 算 子 
A*Cx, Du 一 之 《一 DIDAaaGe 二 


以 WCO) 记 为 C8CQ) 在 歼 红 9) 中 的 六 和 包 ， 对 任意 1 < pc 
十 2， 在 LC0》 中 引进 算 子 4 
on =— ACx ,DY 


4。 的 定义 域 
DUA 一 WHOA NW FD) 
同样 ,对 9 一 8/(p 一 1) (二 + 十 一 下 在 LeC9) 中 引进 
A = A*(Ce, DIn 
DOAY) = WiPCO) NHI) 
我 们 将 证 明 4 是 户 形 算 子 , 先 证 明 判 断 扇形 自 子 的 一 个 定 
理 : 


定 强 9.7.2 设 刀 是 和 上 的 闭 稠 定 组 性 算 子 ， 站 ”是 互 的 共 桩 
算 子 ， 存 在 常数 只 rm 0 ee>>0， 中 6 0, 工 )， 当 EC, 2 
Re, larga; 之 站 了 时 :对 Yae DCB), 


二 于 于 主 


| 所 旋 上 2 一 Bu) (7.1) 


且 方 程 (XI 一 了 3 一 0 只 有 等 解 , 则 BB 是 局 形 算 子 ， 
证 明 由 《7.17 知 ， 当 XE C， 111 > 六， | arg2[ 六 站 时 ， 
C1 一 4 存在 且 对 YaeEDfCr 一 号 ]- 一 RE — 8) 


C27 一 8 二 疝 lial 


BY 
Cr — B) <7 


现在 证 RC21 一 By 一 义 , 因 为 (4 一 BYv 一 (LT 一 8B)v 一 
0 只 有 堆 解 ，4I 一 8B 是 闭 线 性 算 子 , 若 RUI 一 B) 是 闭 的 ， 浏 
{41 一 B) 一 处， 余下 证 明 Ri 一 4) 是 闭 的 ， 

对 paE RT CO— BY ve bp, Wau EE DOCBY), CA — Bun, 
va 潮 (7.1) 得 

a, 一 到 | < 于 Is, — wl 
即 w。 是 中 的 基本 列 ， 于 是 存在 
HE areair 四 4 一 B 的 闭 
性 得 we CCB8), v= (X41 — Bu, 
BD ve ROAT — BY, RO 一下) 
是 闭 的 。 
最 后 求 出 相应 的 局 形 we【《 图 
图 97 O71) 对 LE Sm 


-© 一 了 [oy 
Ne. Cc 
Be i Ti 


证 毕 。 

为 了 利用 定理 9.7.2， 我 们 洁 引 述 关 于 先 验 估计 的 定理 (不 证 
明 )， 

定理 $7-3 设 二 二 pp 三 %， 则 存在 常数 C 盖 0， 使 得 对 任 


要 导 生 阁 二 


意 xc WCQ)N 证 ?BC2) 有 
| 

定理 97.4 设 上 三 pp 二 十 只， 则 存在 常数 C 守 9， R=0 
和 4 二 9 </2。 使 得 对 任意 n€ WAO)N WFCO》 和 复数 2， 
(4[ 之 及 Oz argh x 一 90, 有 

sl 所 商 [Gr + La 

其 次 证 明 4, 是 闭 算 子 ，4，。 的 共 蜀 算 了 于 是 A. 

引 理 97.5 对 1 一 pp 一 二 oo di 在 工 (G)7 上 是 讲义 定 
的 ， 

证 明 ”因为 CC(20)CD(4,), 而 CFC9) 一 LAQ), 所 以 D(A4,) 
=Le(0), 设 aE DOAG), a — sles > 0 ldApns — who 一 
0 一 十 0%)}。 由 定理 9.7.3 

a 一 nr < ws 一 Br 
< 二 CTA 一 ui) llo,, 十 ws 一 io] 
再 由 工 , 中 极限 的 唯一 社 得 zu 在 厂 P(9) 与 序 8Co) 中 收 化 
到 mw, 于 是 w€ DA,) 且 wi 一 zn 一 0 过 一 十 )。 因 为 
fA, 的 时 站， A Ms 一 tm.p)》 ;所 以 及 有 | Cw 一 大 让 
一 和 人 一 十 o)。4oa 一 z。， 因此，A， 在 工 (9) 是 闭 稠 定 的 . 

引 理 97.6 对 1 一 请 一 十 ce。 如 的 共 顽 算 子 是 As. 

证 明 以 和 .> 记 为 共 斩 空 间 L,(9) 与 Le(8) 之 疝 
的 配对 。4 为 4， 的 共犯 算 子 。 由 分 部 积分 可 得 

《da = Cw AoE DOAN, vEDCGASY)Y (7.2) 
因此 ，D(CA4)GC DCA”) 日 对 ee DOAS), A dv 
又 设 5E DOA”) 是 w 一 AV， 由 共 胃 算 子 的 定义 ， 
(CAN = CW) (CVnE DCA,)) 《7.33 
因为 DC4 拉 一 Lae(Q)。 所 以 存在 me D(A3)。 使 得 le 一 vl。 
一 0 一 十 0c), 由 (7.2)， 
Au RD A, AV 
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以 及 
AH vi > AH 0 (KR 二 coo) 
百 由 (7.3) 得 
Hs A 《ny WY VwE DC)) 
因为 DA,) 一 L,(28)， 故 得 iv 弱 收 贫 到 到， 再 下 好 的 
闭 性 ,最 后 得 "6e DCd43)， 即 了 4)CDK4 拉 。 因 此 证 明了 A 二 
A7、 证 比 ， 
由 圭 述 定理 和 引 理 我 们 可 证 明 
定理 97.7 设 1 一 < 十 oo. 则 A，, 是 外 一 上 ,C8) 上 的 
扇形 算 子 ,因而 一 4， 是 其 解析 半 群 的 无 穷 小 生成 元 ， 
证 明 由 引导 9.7.5 和 3 引 理 9.7.6， A, 是 L,C0) 上 的 闭 调 
定 线性 算 子 4 一 好, 对 4 和 43 利用 定理 974， 3pE 


; 


(6, 三 )， R> 0,C>0, 对 Vi, |4| 守 RR，|arg4| 之 p， 有 
zl < En aT 一 本 )al CYué DCA,)) 


eho < 调 Gr — Av CYre DUAS)) 


于 是 (XI 一 Ap)v 一 0 只 有 零 解 。 因 此 ， 由 定理 9.7.2 4， 是 局 
形 算 子 ， 


4.7.2 ”由 微分 算 子 所 确定 的 分 数 矫 空 间 


取 区 一 L,(0)， 现 由 4 来 构造 分 数 寿 空间 。 
总 可 取 正 数 < 使 得 Reckdy 十 af) > 0。 于 基 有 分 数 和 幕 空间 
Xo DtA,+ oD (OSas1) 
以 下 不 妨 设 ReolA,) 这 0. 
X° = DCAs) 
由 定 挫 9.7,3 
bas SS CAs ly ~ allosy Cw € DCA,)) 

因为 A 在 Lx(0》 中 存在 有 界 逆 算 子 ， 所 以 存在 茶 常 数 C 使 


一 绯 主 站 


lta, 全 | ssl,s (Va © PC) (7.4) 
我 们 将 讨论 ”的 几 个 谋 大 关系。 为 此 先 引 述 Nirenberg- 
Gagliardo 不 等 式 和 媒人 和 定理。 
引 理 和 7.8 (CNirenberg-Gagliardo 不 等 式 ) 设 9 EEC， 
séE WICO): LQ). 
1” 车 34 关 pp yzr0so9s1l 且 
四 "Yl 0) 
了 < 晶 (m ; ) - 
当 了 或 + 一 1 时 满足 严格 不 等 号 , 则 有 


nhs SE Chulle,s - alldss 
20 若 0<6 过 1 v0 (wm —?)— Op-1 
HH 。 
或 一 1, 或 > 是 整数 ;满足 严格 不 等 号 ), 则 有 
[allee = Nalls SS | 全 else 


引 理 9.7.9 设 0CR* 是 有 界 开 区 域 , 80 光滑 ; 则 


wp)CWHO) (1<p<9<- 2 一 吉之 0 


WOOICLAG)Y (p= npltn— mp), #— mp> 0) 
Ko)CCcrCo) (0<+<h— 人 “) 


现在 证 明 下 列 谋 和 人 关系 : 
定理 9.7.10 设 69€cC", 0 所 a 忆 1. 则 


XCWIO) 已 A < 2m0 一 卫 ， 2 之 放 时 ) 
KCCHY (3 0 r <2me— 二 时 


并 且 攻 人 是 连续 的 。 
证 明 由 Nironberg-Gaglinrdo 不 等 式 1° 知 * 落 


4 > pp, kt <0(m 一 二 ) 


二 全 4 


一 75 


则 

Daflie SS Cll ,lla lla (7.6) 
由 《7.43 和 (7.6) 得 

le SS Cp tN also + psullo,,) 

对 Yop 之 pp 之 C 和 wwE D(Ap) 成 立 ， 车 令 BB 一 Di，|8| 一 天 
根据 定 狂 9.5.17， 刀 (BDI (8 < 之 a 所 1)， 从 而 BA 六 是 
有 沽 的 。 由 已 知 条 性; 总 可 到 8 满足 (7.5) 且 8 过 ae。 又 因为 

X" = D(A) — RCAP®) 
由 BAF* 和 的 有 界 性 立即 得 


XTCWICQ) 
同 理 可 证 另 一 结论 ， 证 毕 ， 
例 RR’， Pa— 2 到 用 生 一 LXQ), 4 二 一 一 -六 ， pCiA) si 


WV 认 QO) 由 WACO)， 由 定理 9.7.10 知 
XCCA(D), o> 2 ， ,< 一 (4a 一 3)72 时 


XCWHG)， 当 二 > 《5 一 dr) /6,0 > 过 时 
XecLe(9)， 当 二 > (3 一 4a)16 时 


9.7.3 ”一 个 例子 


沙 虑 初 边 值 问题 


这 + ACxsDYs = ft HHoVHY) CxEQ,.t> 0) 


w(x) 0 (rEB0,1> 0) (7.7) 
u(x0) = Holt) (xEQ) 
其 中 BCRs 是 有 界 开 区 域 ，80 是 光滑 的 ，ACx, D) 是 强 精 加 
算 子 


» 416. » 


人 xz 中) 一 一 > 3 dws Cw) 有 


点 二 
dite) 一 4i.i:L%) 在 侣 是 实 值 连续 可 微 的 . 
我 们 假设 fr,x,w,P) 《Pp EER) 对 所 有 变 元 是 局 部 Lipschitz 
的 且 存 在 连续 函数 pli,r): R Xx Rr Ri, 对 7 是 增 油 数 , 以 及 在 
在 常数 1 和 7 刀 3 性 得 
rpygsb < pzsielOgt 二 1 
[Hrs x wp) 一 Fr, rn,9)) 
< plrislul)(i 十 ip 一 于 Jl Olp — ql 
[fz x u,b) 一 Ft,x,0 P| 《7.8) 
plts nl 十 | ol 十 pa 一 
[Hn ,xs np) 一 Ht,ts Hsp)| 
< pth tt hdul) ll + Ipl Yn Oo sl 
正光 二 LQ ) 
An = ACx ,DY 
DAY = HO HUO) 
其 中 (0) 一 WA0), HHO) 一 WO). 则 一 4 是 0) 上 
一 个 解析 半 群 的 无 穷 小 生成 元 ， 且 Reo(A) 之 0， 可 定义 让 = 
Co ec 过 1).。 当 


l>a> max (二 ,57 — 3)147) 


0 < 一 (4 一 3 六 


要 5 
CWioN cD 
且 从 人 是 过 续 的 ， 
这 上 时 原 问 题 (7.7) 可 号 为 XX 上 的 算 子 方程 和 的 初 信 间 题 
和 十 Ano—= FU, 1#) 


《7.9) 
站 07 号 wo) 
其 中 FO Cr》 到 HF NE) Tu)), 


中 人 


现 证 有 明 F 尔 足 忆 下 人 条件 : 
1 PR X X" 一 无， 且 将 有 界 集 遇 汐 有 界 集 ， 
证 明 ”由 茶 件 (7.87 得 
和 PCraDl < okry | OCME + lilly 
其 中 对 是 的 测度 . 
2 内:R、X Xe ->X 是 局 部 Lipschitz 
证 肯 车 (nsm), (CF) fy) € 下 ， x 这 "再 
(FC, ) CX) -一 P(r ta) Cx) | 
| x VO Fis Xm Va) 
十 [itr;, x TH fy rs Va 
十 ii x ms Va) — fir, x sh, va)l 
< pf Ff | ME + FT | Nn CO 
十 pl#s 二 | 十 la 1 十 {vam lls — wl 
t pls Isl tl +t van) 
+ mw 一 wo 


因为 
|, 上 二 Tvmalzr]ia 一 四 Par 
< MIl + dullnorllm 
-wld)|, [1 1 同 Pr 十 17lr] 
| — ml dx EM, 1$, [Ym 一 sn) asp 
tv) + (| lvlnar) © | 
所 以 


ECR) — Flr) lo < Mpln ot H, [mlo) 
=。 和 一 下 | 十 下 二 本 十 三 站 1 全 和 二 | 
“C1 + afltsr) 一 十 Mplrs [wlo) 
-C1 hinds + hdr — #82r 
< Cnstsilallesdmlla 2 ln — 


ee = 


-FC mn CO— Ho] 
CL: ) 鞍 闪 烽 ;信赖 于 三 ,12 jm 和, Hells. 

周 此 ; 当 执 EX2 时 ,在 某 极 次 区 间 0 三 t 三 #4 上 (7.9) 有 唯一 
解 ztaoy， 并 且 或 垃 一 十 co ， 或 了 一 瑟 一 0 时 Crywo)| 一 
co, 

下 面 证 朋 这 个 解 wtr; tw) 一 二 x, 昌 实际 上 是 《7.97 的 古 暴 
解 . 

司 汰 当 0<cz 之 时 ww EDCA)CC(N) 且 由 定理 9.5.10 知 ， 


> e XxX" 是 局 部 Halder 连续 的 ， 所 以 (x, 四 一 n(x, 和 


Cx, > nx, i) 在 总 Xft0ya) 上 和 连续。 当 0< 一 时 
.DEDCD, 我 们 有 Va€ Wy (OCLg G2 Pi 
61G 一 2) 一 6. 所以 如 一 Fly 一 于 E Ly(9)， 这 久 合 着 
ue WCQ) 县 VuE WS(9), 一 617 > 2。 重复 这 种 论证 可 


得 vae 配 4《8)。 其 中 上 一 7 (一 - 一 二 让 因为 1 三 7 过 3， 
4 


[i nl 


我 们 最 终 可 得 gw > 3 并 且 Vy(，,t) 是 H6lder 连续 的 。 于 党 
F(t,n} 在 0 上 是 Halder 连续 的 ， 因 为 ec 314， 昌 Es .， 


有 EX， 所 以 区 ,站 是 Hilder 连续 。 A# 一 FPC, #) 一 


全 也 就 是 Hlder 连续 .由 椭圆 型 方程 的 正则 性 定理 得 到 ,对 其 


> 0 位 E CHCBY， 因 此 ， 当 #t0 时 (1 人? 一 nn( 丰 关 
于 + 连续 可 微 ,关于 * 两 次 连续 可 向 ，n《x,*) 是 古典 解 。 


习 题 九 
9 以 疙 fw 记 汐 所 条] 上 导数 
五 Ta 上 一 lim sup wt wD) 
. 让 ~ 二 在 


设 实 函数 w(t) 在 [2 连续 此 右上 可 导 . 证 有 骨 : 


#4 4421 。 


C0) 着 上 信号 9 且 在 1e,2)》 上 三 to 过 一 ah 则 在 [a 2 上 全 
码 0， 


C2) 将 思 e7S0 且 在 [e588) 上 Btw0; 则 在 [oa，87 上 wt 和 
小。 

C3) 若 在 [ai 上 Btwf 站 和 0， 则 wr) 在 [es 单调 下 降 . 

4》 若 在 L258) 上 ef 一 0 出 “CD 在 【era 上 为 常数 。 

.2 设 pCD ECLes 5) PO 的 在 上 导数 DtpC) EE Clr， 5、 证 用 : 

Pr € eas) 且 Pp Cy mm 万 + 人 pfeC7 E La,s)). 

9.3 设 抽象 问 数 兴 丫 在 1e.581 Rrimane 可 积 , 即 存 在 3 |. fOr, 
马 设 B 是 闭 线 性 算 了 于，BD 在 fo 51 上 Reimann 可 积 ， 即 大 在 
(Gs。 证 明 ; 人 KDare DCB) 且 


sf 00) = foe 
9.4 设 10 在 [oy81 上 可 各 ;对 Ye>0y 在 le Bb] 上 Reimann 
可 积 , 下 是 闭 线 狂 算 了 于 ，BKD 在 [e+ 65] 上 Reimann 可 积 . 证 是 
人 (on) = Fm 
9.5 设 X 是 Banach 完 闻 ，B:X—xX 是 有 界线 性 算 子 : 令 Tl 站 二 *' 二 
3 ee. 证 明 ; 


是 2 机 


1) 级 数 可 3- 对 + 的 任意 有 限 区 闻 是 一 致 收 全 的, 它 定义 了 XX 
wl 


上 的 一 个 有 界线 性 算 子 汇 . 
C2) T(LODUz0) 是 一 至 连续 半 群 : 即 满足 ， 
1” TOO0) = 了 
2” TtG 二 人 一 了 Te 《YYr 
好 lim Ty ~ =, 


《3) 8 是 Tf) 的 无 穷 小 生成 元 , 且 
Tt 


, 站 人 一 上 
li1m 划一 了 =B 
十 下 


9.6 设 了 是 5 烛 群 TC) 的 无穷 小 生成 元 。， 了 (9 满足 1 


本 导 江 二 


M(Yi20), 又 设 reP(A)。 证 明 : 
(CD TO ~ sid + | ~ TO eadss 

C2) axl lal + -ee 

C3) ax e414)hshl 

9.7 令 工 一 1) 在 《一 6， 二 co》 内 有 界 且 一 至 赴 续 }，Yi eX， 


定义 
A 一 ep， ODL TID s+ 
(Ba = Cx) 
1 EDCB) =r {fli EX EX 

证 明 ， 


C1) TQ) 是 Ce 半 群 [9 中 sf 
(2) 五 是 Tt》 的 无 穷 小 生成 元 。 
C3) 车 tof af 过 总 3 出 
《，snp ， FOODIE4CupI CY Ceupl ta)1) 
9.8 设 了 C0) 是 世上 的 0 羊 群 . 证 明 ; 
《1) 车 对 各 >0, TV(D):t3X%X 连续 。 则 
lim TO A A = TOYOG) 
(2) 车 TOD 以 一 4 为 无 穷 小 生成 元 ,FOODyioX 对 Yit>0 可 微 且 
VON EDO， 则 对 “之 1 TO 一 丰 VLs) 对 5 可 微 且 


Ee pA TG NV) + LT 一 人 FF 


9.9 设 TOC) 是 06 半 群 ， TOOL 上 Me**，ow 为 实数 ， 
RCA)s = 人 eT (rd 【YE 于 及 所 >>o) 
证 明 : 
C1) 对 Wx EX, 
lim ARCA)F = # 
os 
《2)》 B 是 TQ) 的 无 穷 小 生成 元 , 则 
RUAYBY 一 BRAYT {Yr EDCBY, Relr tn) 
9.10 设立 一 C"。 4 是 # x # 给 阵 , 4 二 NDN"', 其 中 D = diagtA, 
-A ) 是 对 前 算 了 省 ，h 想 4 的 特征 值 (一 12 0。 下 是 丁 窍 阵 ， 证 


和 和 


(C1) Ret dwn) mlwl (Ys eX). 其 中 二 mxa{ReAi}, 
2) 对 Wi EX, RrAmiw, 


1 
LR OV SFE- 


9.11 设 X= 人， 4={， ,)- 证 明 ， 


和 
0 A 


(1) ROA, AN* = ( ) (CAs 0), 


站 上 一 让 
G2) laG, A + ) a Ce0). 
(3) 对 YO 和 1 YA> 避 
C1 十 A 一 加 二- 多 
{4) 对 Ya e (0,1] 
1 1 
RECA 2 到 [Ry ww 


如 
9 .12 设 x* 一 ,4 一 { ). 
刁 U 


(1) 求 4 生成 的 5。 半 群 TO). 

42) 求 | 到 | 的 形 如 对 的 估计 式 。 

9.13 令 X= CR) = {nl € COR), sf 土 o0) 二 位 ， 对 Yh EX， 守 
le = suplw(x)|， 则 是 Banach 空间 ， 考 察 一 个 初 信 癌 是 


= < 
sD 0Sir 十 oo) 


以 土 co =0 《DSS 十 co) 
Dtss0) = U(x) 


将 它 改 写成 
二 As 二 避 
#0) = U, 
其 中 


CAw)CR) = Ce) 


Cr 


(Yu ED(A) = {un|w EX wu ERY) 
0 EX。 证 明 : 
{1) 4 荐 X 上 的 闭 狂 定 线 性 算 子 。 
C2) 对 YA EC, ReA<0, Vr Et, 
于 ”一 A mp 
lsc) = 人 
有 唯一 和 解 ， 
(C3) pt HAAA ECReAe0} HE 


[ReA, 人 < 全 5 


C4) 存在 5 半 属 TO 以 一 4 为 无 穷 小 生成 亏 * 并 求 出 TC0D。 
.14 设计 开工 C9)， 定 必 算 子 4 
A ay WEDCAY = WH NWO) 

证 明 : 

C1) 4 基 闭 独 定 算 子 . 

《2) 对 YeecDf4)，(4woa)<0 9*)》 是 C8》 中 的 内 积 。 

C3) 存在 局 半 群 TQ 以 4 为 无 穷 小 生成 元 且 和 011。 

9.15 ”证明 引 理 9,3.13 与 推论 9.3.14。 

$.16 证 明 引 理 8.3,19 。 

9.17 证 有 明 推 论 9.3.20. 

9.18 设 4 是 Baoach 空间 天 中 的 高 形 算 子 。0 ER 有 令 二 D(A)， 
对 Vx Ext, 令 |zl = 14 相 .证 明 xX! 是 Banach 空间 . 

9.19 设 4 是 扇形 算 子 ，0 Ep(A),TO) mm et4。 证 明 : 对 Y0<escly 
"存在 常数 Co， 使 得 对 Wi>>0， 4> 0 有 

ITG 二 及 TOO SECA" 

9.20 设 4 是 扇形 算 子 ，Recf 人 >p。 证 明 下 列 条 件 是 等 价 的 : 

1” 对 Ya>0,4 ”是 紧 的 ， 

2” 4 是 紧 的 ; 

3” 对 Yi>0， e 4 是 紧 的 。 

9.21 设 4 是 扇形 算 了 对。 证明， 

《1) 对 Yx EX, Him ide 全 zj = 0, 


夫 洋 台 时 吉 


(2) 对 Vx EX 和 de4iz 为 [by 二 oo) 一 连续 
9.22 设 4 是 周 形 算 于 ，Rer(L)>0。 证明: 对 Y0<wesiy = EX. 
lim #* Daal|e=0 
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第 十 章 ”抽象 理论 一 一 动力 系统 
与 平衡 点 的 稳定 性 


101 动力 系统 


我 们 考察 自治 方程 
du 


其 中 4 是 Banach 空间 XX 中 的 扁 形 第 了 于 ， 对 某 个 0sau 性 1,U 是 
XxX” 中 的 一 个 开 集 ,而 f-U 一 XX 是 局 都 Lipschitz 的 。 我们 还 很 
定 E 是 上 的 闭 子 集 ， 如 果 st0)€ EE， 则 (1.1) 的 解 类 轿 对 于 一 切 
f 之 0 存在 旦 Kr) EE 《EE 是 正 不 变 的 )。 若 nCi; xz)》 是 (1,1) 消 
足 初 值 wt0;x) 一 * 的 解 , 则 由 
SKY = wir) CrEE, 0 《1.2) 

确定 了 度量 空间 E 上 的 一 族 上 映射 {SCD:E 一 上 ,1 实 00, 它 满 
尽 : 

1 对 每 一 + 之 0，5Q@) 从 E 到 E 是 连续 的 (C1.1) 的 解 wCr; 
*) 对 初 值 x 是 连续 的 )， 

2” 对 每 一 x ,1 一 80Dx 荐 连续 的 《WEI 人) 对 可 微 ， 
当然 连续 》， 

39 在 E 上 St0) 是 恒 辣 映射 Cw(0;x) 一 x)， 

4 对 一 要 xEE 和 t,tT 半 0， 

SCACSCTIRY = SCF FP TI) 

《因为 w(t 十 7T;x)》 也 是 (1.1) 的 解 ， wr sx》 二 WC0 ;uCr;x))， 
由 唯一 性 知 ，wCt 十 rix) 一 wf;n(T35)))。 

我 们 将 一 般 即 讨论 请 足 上 述 性 质 的 映射 族 
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定 久 10.1.1 在 度量 空间 E_ 上 的 一 个 动力 系 雹 ( 非 线 性 半 和 群 ) 
是 一 族 喘 射 {5D:E 一 ;i 富 .0}， 它 满足 上 述 性 质 1 一 4， 

因此 ,由 (1.2) 确 定 了 EE 上 的 动力 系统 。 对 于 方程 (1.1), 若 有 4 
赴 X 吕 的 局 形 算 子 ,要 证 它 确定 一 个 动力 际 统 ;只 须 证 朋 : 

(1) 有 开 集 UCX* ( 茶 0 所 o 二 1),f:U 一 多 是 局 部 Lip. 
schitz 的 : 

(2) 上 中 存在 (1.1) 的 闭 的 正 不 变 集 . 

定义 10.1.2 设 So 是 E 上 的 动力 系统 ,对 任意 给 定 的 xE 


r(x) — {Srlt > 0 


帮 为 至 这 < 辕 胃 道 ( 正 半 轨 )。 点 集 
Yr 1 

称 鸭 丝 道 具有 有 有限 弧 ; 正 数 二 一 有 叫做 这 一 弧 芷 的 有 时间 长 度 ， 

有 匡 社 待 殊 类 型 的 轨道 # 

1 平 郊 点 ， 若 7tx) 一 xj}。 则 称 * 为 动力 系统 的 平衡 
点 。 等 信和 条件 是 : 对 任意 上 之 0 ， 太 Dr 一 六， 

2” 卢 期 四 道 。 若 存 在 > 0， 使 得 

"Cw) 一 TSDOz 0< sz sx 

则 称 Yer) 为 周期 轨道 ， 

容易 证 明 : 

1” 落 lim S02Dy 一 3 则 x 是 平 窒 点 。 

2° 车 存在 1 > 0， 对 一 切 上 六 妖 有 

SCpDr 一 sc + Dx 
又 * 不 是 平衡 点 ， 则 存在 最 小 正 数 *， 使 得 对 一 切 :之 0 有 
SC 一 (CE 天 而 
YO) 一 TS 0<SFc 过 了) 

我 们 还 常 考 良 动力 系统 的 如 下 连续 性 ， 对 任 蛮 x*《€ EE 太 任 意 
T >> 0， 若 尾 给 8 > 0， 存在 $8 守 0, 当 y€EE, ply, 2*) < 
:E[0,T] 时 ,有 

PS SDX) TE 


ss 二 


则 称 动 力 系 统 对 空间 变量 * 连续 ， 关 于 有 限时 间 * 一 致 ， 其 中 
PC，,*，) 才 示 EE 中 商 点 的 皮 离 。 
由 《1.1》 确定 的 动力 系统 在 上 述 假 定 下 就 具有 这 种 连续 性 ， 
本 章 主 要 讨论 动力 系统 的 极限 性 质 与 平衡 点 的 稳定 性 。 先 讨 
论 抽象 的 动力 系 绕 ,然后 讨论 由 自治 方程 《1.4》 所 确定 的 动力 系 
统 。 


10.2 Liapunoy 函数 与 稳定 性 判 列 准则 


设 {SCD;rt 守 0} 是 度量 空间 上 的 一 个 动力 系统 ， 与 1.3.1 
中 常 微分 方程 平衡 点 稳定 性 概念 类 似 ， 我 们 引进 动力 系统 平 交 点 
的 各 种 稳定 性 定义 . 

设 ze 是 SLr) 的 平衡 点 。 

定义 10.2.1 车 任 给 E 盖 0， 存 在 8 天 fs > 0。 使 得 当 
了 人 了 pz 8 膨 对 一 切 上 阅 和 有 

| pC wo 8 
则 称 x 一 x。 是 (局 部 ) 稳定 的 若 存 在 97> 0, 当 xEB, plx， 
we) 所 习 时 
lm SA m= Xo [2.1 

则 称 x* 一 zx 基 豚 引 的 。 集合 fxlx EB，lim SCDx 一 wo} 称 为 
xz 的 吸引 区 域 。 若 x。 用 是 稳定 的 又 是 吸引 的 ， 则 称 am 是 《局 
部 ) 基 近 稳定 的 。 若 各 是 稳定 的 且 E 是 mm 的 吸引 区 城 ， 则 称 
x 是 全 局 渐 近 稳定 的 ， 

下 面 利 用 Liapunov 函数 讨论 平衡 点 的 稳定 性 . 

定义 10.2.2 设 140D: 之 0 是 度量 空间 上 的 动力 系统 . 
E 上 的 一 个 实 慎 连续 了 本数 下, 对 一 切 xEE 有 


Pr) = lim Sup 一 (VOSA VOT 


PO 是 VCSCDz) 在 1 二 0 处 的 右上 导数 ; 则 称 之 为 上 LispunoY 加 


= 429 。 


数 ， 由 定义 可 知 ，Liabunov 函数 V(x) 有 以 下 性 抽 : 
1” 对 侍者 x EB,，1 守 0 


POS) 一 im Sup 二 [VCSC 十 ArYx) 


一 TSCDe)] 0 
证 明 
VOSCs oF AIDxY 一 友人 SEX 
= VOCSCAF) SOO 一 下 CS 
令 yy 一 SOx. 则 I 上 SCDz) = Vy) 去 0. 
2” 当 stEE 时 ,对 一 切 +1 守 0， VCS(Dx) 是 非 增 的 ， 
证 明 “了 (SCDxz) 对 上 连续 ,对 + 的 右上 导数 PLSG)z) 二 0， 
所 以 VSCD)z)》 对 + 完 0 非 增 . 
3” 着 V0) 一 0， 则 存在 >>> 0, 当 lx 二 7r 时 
V (x) & 纪 |z 人 有 
其 中 尽 . ) 是 [0,r] 上 的 连续 严格 增 测 数 ， 此 0) 一 0，1z| 一 
p(x30). 
证 明 因为 VY(0) 一 0, 又 V(x) 连续 ,所 以 存在 ”> 0, 当 
1z sr 时 Fw)| 安 关 ,天 为 灌 数 . 
令 5 人 lz 人 一 ITF4D13 zl sr*， 再 令 5 (xl|) 一 


到 人 zl 十 和 zl 即 可 ， 

下 面 的 定理 给 出 了 经 由 Liapunov 函数 给 出 的 关于 平衡 点 * 
一 吕 的 稳定 性 的 判别 准 风 ， 通 数 类 KI0,r], 天 10: 十 oo)， 天 只 由 
定义 1.8.7 给 出 . 

定理 10.2.3 设 SO: > 0 是 B 上 的 动力 系统 ,9 是 它 的 平 
衡 点 。 又 设 了 是 吾 上 的 Liapunov 函数 ,满足 FC0) 一 0, elllxI) 
Vr EE, xl ry, 其 中 a : )€ KLEO0, 7r], [xt = plx, 
8),， 则 x 一 8 是 稳定 的 ， 

若 及 有 Pz) 所 一 c(t]xl) 《xz 下 or EKLO, 
+r]， 则 x = 9 是 渐 近 稳定 的 ,县 对 x, jxl 过 ro 所 7 是 一 致 的 ; 即 
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任 给 > 了， 存在 工 > 0， 当 上 > 了 时 对 一 切 sé€E, |xl 过 ro 
有 SCoxl < s. 

证 明 ” 先 证 稳定 性 。 由 下 (0) 一 0 及 V(x) 的 连续 性 知 , 任 
给 0<8 二 +， 存 在 0 过 8 <r， 当 ||x| 二 #8 时 下 kJ 二 alg), 
又 存在 “>>0， 当 0 和 :1<5 时 Sci <>。 于 是 

ot SC VOSOOF) SE VX) < 区 8 
旅 当 0 呈 计 ce 时 
[SaDzrl < eekEDD = 8 

由 此 显 见 , 当 0 和 ?1 二 十 0 时 ,上 式 成 立 , 即 < 一 日 稳定 。 

为 证 第 二 个 结论 ,考察 

di 0 es 
3 + cb (ww)) 一 10 (2.2) 
BO = tw 
其 中 6E 下 [0:r]， 满 足下 人 kr) 之 2Ci#l)， 不 妨 设 mm 和 了。 五 存 
在 反 陋 数 ,bE KL[0, 58(r)]. 令 wm sup[ VY (Cx) :lxl < se]， 
其 中 0 之 go 之 充分 小 ,使 得 当 0 安之 时 人 区 Er]. 记 
(2.2) 的 最 大 解 为 wwtz)， 则 在 解 的 存在 区 间 上 wk 之 0， 因 
为 :车 存在 第 一 个 使 ma 已 为 零 的 1 一 二 ， 则 
x wult) (0 10) 
“= {0 (rf 10) 

也 是 C2.2) 的 解 ,于 是 wl) 关 w*Cr) 之 0。 显然 ;在 解 的 存在 区 疗 
上 wuti) 单调 下 降 , 因 而 解 的 存在 区 间 是 [0， 十 op)， lim wuts 


|, lim Sex 一 0， 再 由 (2.2) 得 【一 0， 即 im wu(s) 一 0. 


二 -十 十 恒 


已 经 证 明 : 存在 0<r Sr，BE， 当 zl 之 ro 时 Cx 所 
minkr ,wo)。 于 基 
POSCD#) S 一 以 SC 
又 
VOSCOD#) BC SG)x1) 
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— cll) 一 CCPFCSCD2)) 

所 以 
POSCAOr) SS eCb -VCS RNY 
VSCOM = VW) 

与 (22) 比 较 ; 根 据 定理 1.2.3 得 

VOSDA) Ew G0 
因此 

hss) ow) tr 0 jxl < ro) 

则 zx 一 8 渐 近 稳定 , 且 寻 | 过 ro 一致, 证 峙 ， 


10.3 ”动力 系统 的 极限 性 质 与 不 变性 原理 


如 采 我 们 求 得 了 动力 系统 的 Liapunoy 函数 V(x)，, 但 它 不 
满足 定理 10.2.3 中 给 出 的 附加 条 件 ,我 们 还 是 可 以 利用 Liapunov 
隔 数 来 讨论 动力 系统 的 极限 性 质 。 先 引进 动力 系统 的 极限 集 ， 然 
后 讨论 极限 乐 与 Liapunov 郑 数 的 关系 。 


10.3.1 极限 集 


在 完备 度量 空间 BB 上 给 定 动 力 系统 {S( 之 0} 通过 x 
E 的 轨 线 为 Y(*)， 
定义 18.3.1 若 存 在 >> 0，km ra 一 十 o0， 使 得 
im S(t )xo ™™ 
则 称 * 为 YCx0) 或 wo 的 w 极 限 点 ，7Cxo) 《或 ww) 的 ww 极限 点 
集 , 记 为 Lut Xo). 
等 价 定义 是 : 
Lar) = 门 7KSCrJxo) = 人 {SC ro:t SS 了 
| tb 


证 明 若 #€ Law)、 则 存在 四 一 士 oo， SCtn)xXo 一 > x. 对 
任意 了 之 0， 存在 N, 当 # 二 NN 时 in Ts 于 是 Sin) ro €E 


+ 二 于 了 二 


二 六 订 ， 即 xE 等 式 石 滑 。 友之: 若 *€ 等 式 右 端 , 则 对 任 
音 自 然 数 ,x E15SC)ro;? 字 #}， 于 是 存在 xs EE SCD x0:f 这 4}， 


即 存在 rm moto 一 SC1s)zes 使 得 e(rsz) < 二， 因此 , 当 = 一 
十 co 了 时， 一 十 co ，xwr 一 xs 并 x€ L(xo)。 证 毕 ， 

定 强 10.3.2( 极 跟 集 的 一 般 性 质 ) 

19 工人 xo 是 闭 的 . 

22 若 mr(lxo)， 则 Lew) = Let ns). 

3” Lotxo) 是 正 不 变 集 . 

证 湖 敌 给 读 考 . 

定理 10.3.3( 紧 轴线 的 极限 染 》 设 zo6€B，7?(xww》 包 合 在 E 
的 紧 染 内 。 刚 

1 L(x,) 是 非 空 的 紧 洁 . 

2° 当 + 上 一 十 o 吧 了 肝 

plSCE)xs, Lelxo))— 0 

3 Llxs) 是 连通 的 (区 域 巡 通 )。 

4” Llxo) 是 不 谈 集 : 对 任 帝 yo€ Lox0)， 存在 一 条 连 续 
曲线 x:R' 一 上 wo)， 满 是 x 站 一 和 

SmDxfr) Ot Co +!) 

证 明 1 Lolzxo) 荐 非 空 的 递减 的 紧 集 族 的 交集 ,所 以 oz 
非 空 晶 是 紧 的 ， 

证 明 2? ” 若 不 然 , 则 存在 &6 之 0, ta 一 二 co， 使 得 

plSCri)xos Lolx0)) 之 后 (3.1) 
令 x 一 Si)x6o， 则 xss7Cx6)。， 由 紧 性 ， 不 护 设 xa 一 x**。 则 
xyE 工 of(xoy。 于 是 
pfSfro)xao， 工 sf(zo] < CSCn)xoas 一 0 

与 (3.1) 矛盾 ， 

证 明 3? 网 定 理 1.6.6 的 证 朋 ， 

证 明 4* 设 为 < Latxo) 、。 则 存在 如 一 十 扣 ， Sie) ro —r $o. 
根据 紧 性 ,存在 子 列 tn 一 十 0 ， 售 得 


上 


lini SOA 一 I = yr 
于 上 加 


存在 。 继 续 取 了 序列 ,然后 控 通 常 方 让 取 对 前 线 序列 1wr 一 * 十 00， 
使 得 对 7 了 一 0 了 ,1,2,3,… 当 # 一 十 时 存在 极限 
: St — 1)w—*y 0, 1,2,.*°) 
对 一 90 之? 达 十 co 定义 | 

YO) 一 SG Dy 
其 中 了 芝 0， 7 了 一 上 定义 的 合理 性 在 于 : 雪 鸳 守 1 窑 一 1 时 
SCz 十 Oy SCz 十 门 yp。 因 为 

SC + Rys = St# 2) lm Sir — Rn, 


一 lim SCr 十 1) 


同 理 . 
SC 十 Dy = lim SCF + tar ) Xo 


所 以 ， 
SC FF DY; = SCF ct RY 


现 证 明 yb 满足 机 求 : 

C1) YD = S00 + My yo. 

C2) SCOYCT) = SOSCr + DY 

= S++ = yt) 

C3) 国 为 了 xp) 是 正 不 变 棠 ， 又 yj L(xo), 所 以 St 十 
Dy; € Letxo)tf SCO) , BI 1€ (t+o0) HH yD EE Lol ra), 
y:R: 一 Lolxo). 

(4) 显然 所 局 是 连续 ， 

证 毕 ， 

推论 10.3.4 在 定理 10.3.3 的 条 性 下 ，L(xo) 只 有 唯一 : 的 

点 吉 的 充 要 条 忻 是 : 
im So 一 加 

10.3.2 ”极限 集 与 Liapunov 小 数 的 关系 ， 动 力 系统 的 极限 
性 页 

宝 理 10.3.5 过 下 是 王 上 上 的 Liapanov 通 数 : 定 尽 Ey 一 【xix 


。 旭 于 二 


ED(x) 一 0}，M 是 Er 的 最 大 不 变 子 集 。 若 Y(zo) 包含 在 
E 中 的 一 个 紧 集 内 , 则 
15 Lx CM; 
22 上 一 十 扣 时 Sw- M. 
证 明 ”因为 1 守 0 时 5(Dxo 包 舍 在 基 棠 内， 所 以 了 Sro) 
有 下 界 , 又 它 对 上 关 0 非 增 ,所 以 存在 极限 


Bm 了 CS mm 了 


Lufxry 是 非 空 的 。 若 36E 工 俯 姑 )。 则 存在 和 一 十 oo， 
sta)xo 一 yy， 于 是 i 一 V(ty)。 由 Lolxo) 的 正 不 变性 ， 对 任意 
1 0 SCDyE L(xo)， 所 以 

VOSCOY) 一 1 Vly 一 人 
即 yeEEr， 困 此 Lolxo)CEv， 又 Lol 加 ) 是 不 谈 尝 ， 而 对 是 疼 r 
的 最 大 不 变 子 集 , 记 以 LoxD)CCM. 
最 后 由 
pASCOxYos MY) SE plSCD ro Latxo)) 0 人 一 十 co) 
得 当 :一 十 oo 时 
Ce0 MM 
证 毕 ， 

推论 20.3.6 说 下 是 旦 上 的 一 个 Liabunoy 鸭 数 .车 7Y(*6) 世 

合 在 五 让 的 一 个 紧 集 内 , 则 对 任意 ?9E 工 s(xo， 有 
FS 一 沉 数 在 衬 抽 

推论 20.3.7 在 推论 10.3.6 的 条 件 下 , 若 对 尾 意 xeE E,x 不 
是 平衡 点 ，V(5LAx) 是 严格 下 降 的 。 则 对 任意 ?6E 工 凡 zt y 是 
St) 的 平衡 点 。 

定义 记 3.8 若是 上 的 一 个 Liapunov 冰 数 ,Er== {x 
1zE E,VCr) = 01} 属于 平 衙 点 集 , 则 称 了 是 互 上 的 严格 Liapunov 
哆 数 ， 

推论 10.3.9 设 下 是 中 上 上 的 一 个 严格 Liapunov 前 数 ， 若 
Y(xs) 包 人 各 在 中 的 一 个 紧 内 , 则 
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1” 工 ozxe)》 属 丁 平 衔 扣 千 ， 
2° ”车 平衡 点 是 孤立 的 , 则 Lxo) 由 一 个 平衡 点 组 成 ， 


10.3.3 ”关于 不 稳定 性 的 一 个 结论 

定理 10.3.10 设 *。 是 E 中 的 平衡 点 ,N 是 xo 在 E 中 的 一 个 
邻 域 ,UU 是 B 中 的 开 祭 , x.€ DU. 记 G= NNU, 
假定 : 

1? FF 是 上 的 LiapunoY 函数 ; 

2° GnixlZGs) 一 0} 中 唯一 可 能 的 不 变 祭 是 {20); 

3° Vxro) = 7 VOX) seE CN; 

4° 当 xé€ CNMNGG) HT Vhs) == 9, 

车 WwW, 是 真 包 含 在 mw 中 的 x 的 有 界 邻 域 ， 又 EE CGN NN 
{xo}, 风 丰 者 (Rm) 是 GDNN 让 的 非 紧 子 集 ， 或 者 存在 zz0 使 
得 STD E DB。 

证 明 ” 先 证 阴 : 若 rm) CNs, 则 ?C5 之 GNN6o, 因 为 7 
CGNNOMwo}， 所 以 由 条 件 3°,VCw) 三 wm， 于 是 对 一 切 上 之 0， 
VOSCOOR) i VO) < 了 再 由 条 人 和 件 4"，。5Stze)xt 不 能 到 达 on 
HG, 

再 证 明 : 若 YCxD)CNo， 则 Yi] 是 GNNN。 中 的 非 其 和子 
党 ， 若 不 然 ,网 Le(a) 是 GTINW 中 的 非 空 不 变 集 , 由 定理 
10.3.5， 工 Ca)CTx:E(xz) 一 0)， 于 是 由 条 件 2"， 工 ez) 一 【ze 
这 时 一 十 oo 时 SUD 一 Xzo， 因 为 

VR) EVOn) 
邻 8 十， 得 

DT™ Viro) < VCxs) 
与 TCD 过 可 了 矛 技 ， 

这 样 我 们 得 到 ， 或 者 YC(w)CNo。 或 者 存在 了 > 0， 使 得 
Stry%E Bu 若是 前 者 ，y(ma) 是 GNN。 中 的 非 紧 子 集 , 证 毕 . 


* 3 


推论 10.3.11 在 定理 10.3.10 的 条 件 下 , 若 5€ (GNNN\ 
{zo}. 而 (xy 是 GAN。 中 的 紧 于 集 , 则 x 是 不 稳定 的 。 


10.4 自治 方程 与 Liapunov 范 数 
考 赛 自治 方程 
+ dn = fn) C4.1) 

4 是 X 中 的 遍 形 算 于 ,有 某 0 所 a 二 1,50 是 KX" 中 的 开 案 ， 六 区 
-> 区 是 局 部 Lipschitz 的 . 

对 任 伙 *e ,方程 (4.1) 满 足 初 值 xt0) 一 * 的 解 是 看 在 且 
唯一 的 , 记 为 wx(#; +*)。 解 的 最 大 存在 区 闻 为 J. 

不 管 (4.1) 是 否 确 定 动 力 系 统 , 也 不 管 (4-1) 芍 解 是 否 全 局 存 
在 ,也 可 引进 Liapunov 函数 了 , 它 是 U 上 的 实 信 连续 涓 数 六 , 使 
得 对 一 切 x*é& 0， 


Vx) 一 ,tm sup 二 [Catkr3x37 一 站 CT] 之 0 


本 节 讨 论 : 

(1) 利用 Liapunov 函数 证 明 (4.1) 解 的 全 局 存在 性 。 

(2) 利用 Liapunoy 匡 数 证 明 (C4.1) 解 的 稳定 性 . 

(3)】 零 解 的 一 致 渐 近 稳定 性 保证 了 Liapunor 函数 的 存在 
性 ， 


10.41 Liapunor 函 烙 与 鲜 的 全 局 存在 性 


设 = 加， 对 任 赛 的 有 界 闭 染 了 CN, 拨 3) 在 入 中 有 神 ， 
于 是 由 解 的 延 拓 定理 ,只 要 对 (4.1) 的 解 wt;*)》 在 解 的 存在 区 河 
上 有 先 验 估计 
eCss zs 好 
,出 解 的 存在 区 间 基 [0, 十 oo)。 
荐 C4.1) 的 Liapunoy 函数 V(x) 满足 V(x) 之 ef 人 lzl)、 其 


于 性 驴 7 


中 ak 是 10, 十 c) 上 的 连续 并 格 增 沙 数 ，ad0) 一 加， 则 
oaduCay ze) EV ur)) VC) 
于 是 
KEY So CPOr)) CGE) 

因此 , 解 的 存在 区 间 是 [0, 十 %}， 从 而 (4.1) 在 X* 上 确定 动力 
系统 ， 

尽管 ， 有 时 我 们 不 能 证 明 Vix) 满足 Vx) 宇 odjlxi。》， 但 
作为 Liapunovy 图 数 ,总 有 

Vati x)) Vw) (ED 


再 由 VV 的 特 萄 结构 ,有 可 能 对 解 做 先 验 估计 《 见 后 面 10.4.3 中 的 
便 子 )。 


10.4.2 Liapunov 汶 数 与 解 的 稳定 性 


先 给 出 稳定 性 的 定义 ， 
对 右 端 全 时 间 * 的 非 自治 方程 
iy 一 jtn)y (> 1) (C4.2) 

oe 
来 筑 述 解 的 稳定 性 定义 ,方程 41) 自然 是 它 的 特殊 情形 . 

定义 10.4.3 一 个 在 [za 十 00) 上 的 解 zt 称 为 是 稳定 的 
{在 XX 内): 若 we>0， 35> 0， 使 得 满足 上 #C10) 一 #C809 | 过 
4 的 和 解 x( 人 D 在 [it 十 co) 上 大 在 且 对 一 切 1+ 渤 有 

Nac) — ne) < 

和 邢 若 io| 一 wtfipymm)》 在 mm 一 #tfo) 连续 {在 XX" 内 ) 且 对 1 
是 一 致 的 ,其 中 20ritom) 是 (4.2) 的 解 , 福 足 wigos oso) = Ho. 

一 个 在 [ns 十 co) 上 的 解 融 ) 称 为 是 吸引 的 。 若 存在 7 > 
0， 使 得 满足 iakzo 一 下 ro < 的 VY 解 s(x) 有 

lim 人 ec 一 DN.=0 


若 页 门 既是 稳定 又 是 吸引 的 , 则 称 为 是 源 近 稳定 的 . 
定义 1&4.2 一 个 在 [fa。 十 o) 上 的 解 起 9 是 一 致 稳定 


+ 阁下 


的 (在 XX" 肉 ) 车 Ye 之 0 入 之 上， 对 任意 之 wy， 使 得 满 足 
和 (一 大 8 (6 一 86(s》 与 无 美 ) 的 任意 解 wt) 在 
[a 二 0) 上 存在 且 对 Wi 实 有 

wt) 一 本 站 < 
即 若 下》 时 二 | 一 2 是 连续 的 ， 它 对 寺 衬 三 和 
和 党 有 是 一 致 的 。 

此 外 ,车 又 对 人 尾 痢 上 > 汪 0 和 和 去 产 存 在 与 和 ,8 无 关 的 避 和 
TCs) > 0， 使 得 满足 sl) 一 nj 三 的 任 疮 解 愉 旨 : 当 
fT 了 (ey 轩 

Nutr) 一 Hs < 
则 称 its) 是 (局 部 ) 一 致 浙 近 稳定 的 ， 

类 似 于 常 微分 方程 ,还 可 引进 全 局 渐 还 稳定 ,全 局 一 致 渐 近 稳 

下 面 对 fz,w) 一 ftw) 的 情形 给 出 利用 Liapunov 还 数 判 是 
等 解 稳定 狂 的 两 个 定理 . 

定理 10.4.3 设 吕 = 4x|nE "jwl, sr 还 满足 所 们 二 
0， 对 VY 有 界 闭 集 BCU,fCB) 在 XX 中 有 界 。 又 《4.1) 在 上 有 
Liapunoy 于 数 V(x) 满足 

VO) 一 ats Vw) 《re DT 
其 中 oat)€ 下 [0,r]， 则 (4.1) 的 零 解 是 一 致 稳定 的 。 阁 Vlwx) 又 
Vz) etlzlls) (xe VU) 
其 中 ecE 天 tr， 则 (4.1 的 等 解 是 一 致 新近 稳定 的 

定理 地.4.4 设 忆 = X", 了 还 满足 人 0) = 了 9， 对 WW 有 界 闭 
集 BCX", 所 BB》 在 下 中 有 界 , 双 (4.1) 在 "上 有 Liapunoy 咀 数 
Vis) 福 足 

VO = 0 az) SE VCO) sll) 
PO) < 一 cllzl) 
其 中 eC},，BC*)E KR，eC*)E KI0, 十 co0) 则 44.1) 的 零 解 是 全 
局 一 致 亲 近 稳 定 的 。 
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世上 定理 的 证 明 与 动力 系统 的 相应 定理 的 证 明 完 全 一 样 ， 不 
过 这 里 还 要 用 到 解 的 延 拓 定理 ， 

如 果 不 知 道 Liapunov 了 国 数 是 否 有 上 述 性 质 ， 还 能 用 它 来 讨 
论 解 的 极限 狂 质 吗 ? 下面 的 定理 回答 这 个 何 题 . 

定理 10.45 设 二 有 紧 预 解 式 , 对 某 0 之 4 < 二 1 及 侍者 xE 
让 *， 《4.1》 的 解 wtz; x) 在 10, 十 oc) 土 存在 且 lwtr; zx) 专 
对 (x)CM (Cx) 是 人 以 同 于 x 的 常数 】)，、 妈 (4.1) 在 "存在 Liapunov 
函数 ,和 若 {x| 六 (x) 一 0,xE X*} 由 唯一 元 素 则 组 成， 则 一 十 oo 
肝 在 X* 中 有 

HEST) > Ho 

证 明 ”在 定 如 的 条 件 下 ，(x(3;x)1>o 是 坚守 Lolw(0, *)) 

非 空 ，LotwC0;#2) 于 {wo1， 因 下 
nf) a Cf 十 00) 


证 毕 。 
10.4.3 例子 
考察 一 类 问题 
Bx dip Hi 
Ed C4.3) 
nO = wr 2) = 0 
取 久 二 LC0,x),4 一 一 人 5， 则 DOAY = 三 (0smESCOsr)， 
天 一 DC = HHSC0,x)。(4.3) 改 写成 
+ du = {Cu) (4.3) 


C4.3) 满足 初 值 #Cx,0) 一 p(x) 的 解 记 为 区 x ,1p), 
假设 Ke CRD ， 则 对 {4.3) 和 (4.37, 下 面 的 结论 成 立 : 
19 加 X->X 是 局 部 Lipschitz 的 , 若 完 CXI 是 有 界 闭 
棠 , 则 作对) 在 和 是 有 界 的 
2s 对 于 (4.3) , 初 值 问题 的 解 的 存在 唯一 性 定 青 及 解 的 延 拓 


号 汪 二 从 二 


定理 成 立 。 

3” 任意 给 定 pe (0,*)，(4.3》 存 在 唯一 吉 典 解 wCx:z; 
pp), 其 存在 区 间 是 0 0 有 wr 50， x] x 
<0,s) 上 连续 。 若 对 iEe [0,:), 饰 wn) 在 Hi0, w) 上 有 
界 , 册 1 一 十 oo。 

4” 《4.33 存在 Liapunovy 庆 教 。 

证 明 令 FCo) 一 人 KK)45， 

7(p) 一 | 二 wo — FCpCs) | de Cpe mC0, «)) 
显然 ，Fftepy 在 瑟 (0,x) 上 和 连续。 又 


Vlntr, 1, ip)) 一 | 全 斌 一 RCs) dx 
下 面 求 全 


为 了 在 积分 号 下 对 : 求 导 并 用 分 部 积分 ， 对 任意 充分 小 的 5 
之 0 和 任意 0<n < mm 和 < 取 [9r 一 5X [6 上 上 的 C 中 
数 序 列 w(x+,t)， 使 得 w 一 十 9 时 
ts Cn 一 > 
C10n) rr 一 > Hees Cs) 一 Hs 
对 Cx, EE [3,7 一 3] X [ap 一 致 成 辽 ， 
他 


yo) 一 人 [Fe ~ FCO) | 
则 对 三 二 # 二 is 有 
Vilwal#s)) 一 | LCw.)s Gwe) 
— Hwaz va) ld ~ Cpa) 10s) | 
— > [Cpa ) x 十 1Cwn) ] (wa) dx 


* 


lm Vea) 一 onur 和 一 人 fads 


恒生 十 星 


对 zeE [ap 一 致 成 立 。 又 因为 
lm Volwo(x ,5)) 一 Velu(Cx, ssp)) 


于 是 VoCn(x,#; p)) 存在 县 
dVe(u(r, ts Pp 了 1; 中) 7 一 nr | 一 全 mdr 
| 


类 位 地 , 令 5 一 0， 得 


dV (ntx, 1; Pp)) 
dt 


周 此 ,对 任意 Pp€ (0 ,7)， 


二 [CCx 83 中 )) — VenCx, 0; m))l 


一 ww |]? 一 站 ea (tf 2 0) 


= unip 0 
其 中 下 0, 节庆 pp) 三 0, Vp) 是 (4.3) 在 到 (0, x》 上 的 
Liapuncy 通 娄 。 
5°? 车 对 任意 PE (0,7 开 十 网 (4.3) 存 本 (90,2) 
上 确定 一 个 动力 系统 ， 
6% 《4.3) 有 界 解 的 wm 极限 集 包 含 在 平衡 解 集中 。 
证 归 ” 设 (4.3) 的 解 为 ifz 归 sz 二 有 界 。 因 为 4 有 紧 


预 解 式 ， 所 以 twkz， 有 jz 是 紧 的 、 者 在 E 工 cz， 0))， 划 


SV (uxt;9)) 一 0, 助 | ds 二 0， 于 是 w(x,#; 秘 】 与 1 无关， 
wz ft; P= p(w) 满足 
{， (Cx) 十 pp)= 二 0 
P00 一 px) = 0 
因此 ，LoCntx0))CC4.4) 的 解 集合 。 
例 1 


4 442 。 


《4.4? 


Ou 一 Dn 
Bi OP 
no) = yx, 一 个 (> 0 
其 中 % 守 0 及 sa 为 沉 数 , 马 为 奇数 ， 
1 当 > 0, 大 守 3 时 (4.5) 在 三 (0,x) 上 确定 一 个 动力 
证 明 
VIP} 一 | [9p” (2) 一 hp:C) 十 < 7 Ptr) dx 


tw—ant (Ox 过 ws 0 
C45) 


是 (4.5) 在 蕊 (0,r) 上 的 Liapunov 函数 . 
因为 > 0. [pdr < | "Cdr(pe Hi(0, =))， 所 以 


2a | nttidx + (1 — 12) (as 


十 1 
< Vntr tp)) VP) C4.6) 
而 
eur EM (\ trde) 
于 是 


到 4 圣 
mf was) +nD feasr) 7 
由 (4.7) 及 (4.6) 得 | war， [wttids 有 界 .再 由 VwCxs1;9)D) 志 


Vlq) 得 | wdz 也 有 办 因此 ，llalla 有 界 ,(4.5) 在 HC0, *) 


确定 动力 系统 . 

注 当 e 一 0,0 多 2<1, 为 理 数 时 ， (4.5) 在 县 (0,<) 上 
和 确定 一 个 动力 系统 ,这 内 上 述 证 明 中 可 设 看 到 。 

2 当 06 守 0, 0 县 二 1 时 原点 在 HC0, =)》 是 全 局 新 近 
稳 宅 的 ， 

证 明 令 


申 啡 晨 雪 = 


vg) 一 二 全 wdz 一 二 dp 且 ， 


u(x,2) 是 (4.5) 的 解 , 则 


Ves 0) fwd 
dt oo 


一 一 | (wer。 十 和 2 — awt}dr 
用 


一 一 [Wm 十 了 | dz 一 oadz 
9 0 


mn 业 


< — Nd = 1 — lu, 
于 是 
pp) < —(1 — lps 
因此 ,原点 在 Hi0,x) 是 全 局 浙 近 稳定 的 ， 
3° gg 祈 0, 4 一 时 原点 在 且 (0, sy 全 局 浙 近 稳定 。 当 
a 一 0, 4 一 1 时 原点 在 Hi0,x) 稳定 但 不 渐 近 稳定 ， 
证 明 当 e 盖 0, 14 必 1 时 ，(4.5) 仍 有 Liapunov 函数 
Vlqp) ~ 地 pl 因此 ,原点 在 下 (0,=) 是 稳定 的 。 
当 < 一 0,.1 一 1 时 (4.5) 有 解 w 一 sinx,e 为 任意 常数 , 因 
此 原点 不 是 渐 近 稳定 的 ， 
当 a> 0, 1 一 1 时 ,再 考察 
人 于 站 一 opt 一 0 (Or 人 < 
PD) — pr) 0 
用 9 乘 方程 两 边 并 积分 得 


5 | pttidzr 一 | Cp" + Ppdx 


《4.87 


-| Cp +p dr 0 
即 中 一 小 
因为 lye si 有 异 ,4 有 紧 预 解 式 ，{wkx :zhe 是 紧 的 ， 
Lu.Cu(x,0)) 非 室 ， Pi 二 skakz， 0)) 人 10}, 因此 在 Hi(0, =*) 


i 


中 art 一 Dr 十 00). 
45 6<0、 1 一 1, 天 一 3 时 原点 在 (0, x)》 中 是 不 稳定 
的 . 
证 朋 ”我们 在 
UU {plpe HiC0, = Vp) < 0} 
上 沽 虚 Liapunovy 函数 。 
Vp) = Me 一 p(x) 十 Go] dx 


念 ptx) 一 csinx。 则 1 _ 
Vg) 一 | ozf costy 一 sinx]dx 


十 二 | esinczdr < 习性 
7 6 
csinxet;D 是 Ht0,x》 中 的 非 空 开 集 . 
若 能 选取 原点 的 小 邻 域 NN, 当 pEN, 且 仅 当 P 一 0 时 
六 Ce)》 一 0， 则 由 定理 10.3.5 《其 中 #4 一 中， 如果 p&N, VY(p) 
过 0， 那么 具有 初 值 P 的 解 n(x,t;p)》 总 可 达到 6N。 因 此 原点 
是 不 稳定 的 . 
余下 只 须 证 明 :， 存在 原点 的 小 邻 域 N, 当 pEN, P(g) 一 0 
时 中 一 
设 a<0， ke] 志和 满足 
{9 OO) C49) 
PO0) = pla)— 0 


首先 考察 


c 一 maxrip(s)| 


(1) gtx) 有 也 下 特点 : 在 相 邻 零点 中 关于 中 重 线 对 称 ， 在 
相 邻 的 三 个 惟 点 中 关于 中 条 零 炬 是 中 心 对 称 的 (图 10-4.1 与 图 


10-4.2)。 因 此 ,着 p(x) 在 [0jz] 有 = 十 工 个 零点 , 则 gf 三) 
0,|p (三 | 是 1pCoO1 在 fav=] .上 的 最 大 值 


和 二 


图 10=#.1 图 10-4.1 


(2) 若 glx) 在 [0,x] 有 # 十 1 个 零点 , 则 
《4.107 


ri 下 亚 
于 (2) di (£) 


Ke 他 + 呈 一 二 如一 常数 


(这 里 不 坊 设 gp'C0) > 0， 因 为 一 pCx) 也 是 (4.9) 的 解 ), 所 以 


《9 十 四 一 本 里 7 
dz = (0 一 二 spt dg 
2 2 ; 


从 0 到 三 对 * 积分 得 (410)。 
(3) 令 z 
J 一 | = < = 
2 一 也 Pp 上 Pp 
则 
< | 
Ke 一 1 LE 一 三 ed sin'0) | a0 


和 4 和 


证 有 明 令 四 一 esin6、 风 
"fe 《1 一 sin) 一 人 | 一 in)tl 十 xn 


-~ Fp 一 诗人 Cl + sag)] a6 
(4) 着 06 二 c 志 3/1o|， 则 <1(e) < 二 
证 朋 

Je = 字 | EE 一 子 cl + sin9)| 


0 + sin26)d < 0 


1 (VE) =| [1+ G+ sg)]| ta9 


> 1 | 二 (1 十 D] d= 
又 显然 
JC0+? 一 也 


< 一 一) < A(TF) 一 二 
(i <A 


其 次 ， 由 上 述 证 明 我 们 可 以 知道 ， 如 果 pix) 满足 (4.9), 


3 
max [pls) | 史 V 记 ， 则 fksy 一 0。 基 不然， 则 


0 c= maxlp(x) | < 


于 是 < Jte) 二 了 了 与 兵 c) 二 六 矛盾。 


。 447 = 


最 后 愉 须 注音 , 当 pe HiC0,x) 时 
max |9(x) | < A lplla 
因此 ,上 述 出 求 的 党 点 邻 域 N 是 存在 的 。 证 毕 ， 
例 2. 
必 -$2 二 Xn 一 pt (D0 xn) Ca 
HCOpi) = Hx 2) m0 
其 中 4 之 0， p 0 为 常数 ,为 偶数 ， 
1° 令 C+= {gE FRO, x), pl) 00 #1)), 
则 (C4.11) 在 C+* 上 确定 动力 系统 ， 

证 明 易 证 若 pE Ct， 则 (4.11) 的 解 x(*,7;p)E C+ 在 解 
的 存在 区 间 上 )， 其 余 辐 例 1 一 样 证 明 lnkx, 71; 州 1， 有 界 。 因 
此 (411) 在 C+ 上 确定 一 个 动力 系统 ， | 

2 当 0 达 4 过] 时 原点 在 + 是 全 局 渐 近 糖 定 的 。 

证 骨 ”与 例 1 抽 2 和 和 3? 相同 . 

3? 当 )2> 盖 工时 

人 十 2 一 pg 一 0 
Ft0) 一 plr)— 0 
在 C+ 上 有 唯一 不 恒 为 零 的 解 p+《x) 【这 一 点 我 们 已 经 知道 了 .) 
若 x ,fp) 一 p(x,1)》 是 (4.11) 的 解 ，pE cr 且 me) 天 0, 则 
当 i> +% 时 lat,D — p> 0. 

证 明 ”LoCnC* ,0)) 非 空 ,至 多 由 两 个 元 宗 6 与 p+ 组 成 ， 因 
沪 了 Ka。 ,0)) 是 连通 的 ,所 以 只 能 出 一 个 元 素 组 成 

车 LalwC* ,0)) 一 {6}, 则 ut si > 0 一 十 co)， 于 
是 

bm ues sinzds 一 0 C4.12) 


又 
所 | se win rdx 王 人 wenanxas 


+ 二 省 站 


秆 兽 
十 4 | usin rdY — ol N'sIn Xdx 
2 人 


一 | [2 一 1) 一 pk wsinzdy 
因为 maxjw(z, D1 所 V = lllw， 所以 当 * 充分 大 时 


{wc, sinrdx > 0 


这 与 (4.12) 矛 层 。 
因此 ， 
La , 07) = {p+ tw))} 
lu) — pt 0 (+00) 
证 毕 . 
本 例子 证 明了 第 三 章 中 提出 的 平衡 解 分 支 问 题 的 稳定 性 。 


10.4.4 关于 渐 近 稳定 性 的 池 定 理 


对 于 自治 方程 (4.1) 我 们 能 用 Liapunoy 聊 数 独断 零 解 的 一 荡 
渐 近 稳定 性 。 反 过 来 ,我 们 还 可 证 明 它 的 道 定理 , 零 解 的 一 玫 渐 近 
稳定 性 保证 了 Liapuncy 阔 数 的 存在 性 . 

定理 10.4.6 设 U 是 X"(0 过 & < 1) 中 原点 的 邻 域 儿 避 一 
X 是 Lipschitz 连续 的 ,满足 万 0) 一 0， 若 对 于 (41)， > 一 9 在 
X" 内 是 一 至 渐 近 稳定 的 , 则 存在 正常 数 8, 上 sy .以 基 严 格 增 苑 
数 aC) & CL0,r],a(0) 一 0， 同 时 存在 定义 于 x。 宇 > 上 的 实 
函数 V(x) 使 得 zl 和 >，l3i 委 > 时 有 

1° Eee < V(x) & Kollxlls, 

2° 1 Fr) VOD SG Kr — yl,, 

3° PKx) < 一 PFCs)， 

证 明 分 以 下 几 步 。 

(1) 先 估 计 方 程 的 解 w(x;x) 及 att 一 5 千 。 


信 : 
HD sup we 人 zz) + row 
Veil eers 


玫 民 sv 呈 各》 


二 二 攻 汪 二 


其 中 Ott) 是 住 一 严格 单 遍 下 降 的 连续 明 数 日 mn Bi 一 0.r 


充分 小 ,使 得 当 |‖xj。 < * 时 wl1;x)》 一 至 趋 于 替 (一 十 co) . 显 
然 im6(0) 一 0 且 


utr; x) ls, 0 
若 re 充分 小 ,了 在 半径 为 信人 0) 的 球 上 是 Lipschitz 连续 的 ， 
于 是 当 lixll。,llylle。 < r。 时 
上 wx) — gers ys < lle Cx 一 3 有 


十 | 1 ee 一 Am 光一 天 2 人 


< Millz 一 中。 十 对 ， 人 C1 一 站 -elsey x) 


一 33 
《此 处 处 妨 设 Reed > 0)， 由 带 青 性 的 Gronwail 不 等 式 得 
和 ~— nts yO < Levlls — yl 
其 中 工 ,M 为 正 的 常数 。 
《2》 构造 函数 V(x) 满足 部 分 条 件 ， 
容易 验证 : supe "ule 满足 条 人 忻 2°， sup eCrs x 
满足 条 件 3*。 现 对 它们 作 修 改 ,定义 
gC5) = exp{i—{8 + MTCED}, gt0) ~ 0 
其 中 是 尾 一 正 数 ，T(s) 是 6 的 反 函 数 ,T(e) 在 0<s 一 
8C0) 上 连续, & 一 0 十 时 ，T(s) 一 十 oo， 


Ge) 一 max (0z 一 十 ) 信之 1 为 自然 数 ) 


Fa — 8 (ET ) sap te GeinCrs ol 
-， -7r( i 
注 审 了 -AD 是 严格 单调 下 降 的 , 当 :之 Th 一 了 (二 i 了 ) 时 


ye 
laGsa)ls < ON oT) < 


因此 ， 


= 全 3 和 


Fe 一 人 人 sa [enCAClleC3 a 


ss Fk 
训 雇 验 汗 它 满足 ; 
Ci) 0O& V(x) < OO), 
《ii {VO 一 TCD SE Llx ye 《xy es ro), 
凡 为 
[GrCiintesa))) 一 Grcllutss yl 
es |iwcssx) ls — bwcrsy) ll 


所 
| Page 一 Vr lg ( 7) LesHnrilis 一 ylls 
= Lllx TT ylls 
CBi) Die) SE BVOC) islis ro. 
因为 z 
ViCuChyx)) 一 下 f 二 -) sup {esGrclnts + hb;¥) he2} 
—s (Fi) sap {merGrlelss lo)) 
< eV i(s) 
VailuCh,*)) 一 下 ke) 二 ep# 一 全 Fo] 
于 
所 以 


DPC) < 一 PFA 
(3) 最 后 构造 了 Co。 
全 


Vx) = D2) el) 


| 


因为 当 xls 委 re 时 17a(e1 S 民 0)。 所 以 级 数 一 歌 收效, 且 请 
是 : 当 【ztyie 二 mr 时 


s 451 = 


可 


V0) 一 27 274V,(0) 一 和 


育 业 上 


[YO — VO EL 2 27s — yll。 


< Lix 一 了 |。 
VC) > B20 (FT) liad) = elzlo 
而 a(-) 满足 ; z 
at0)=0 


1 人 xi — achyll) | Tslls — Hyllsl 
当 0 之 xj, < ys re 时 


SY ，- 1 
sy) 一 ezlo ~ D278 (HT) LGeliylo) 


| GHCl* le)] ->= 0 
最 后 还 有 : 
VanCh:ix})} — Ve) 
上 


~ 守 2  ] 


el 


ES bb 24V tC®) - 


身 林 了 
于 是 
Vx) pV) (zll & ro) 
证 毕 。 
作为 定理 10.4.6 的 应 用 ， 我 们 讨论 含 参数 。 的 自治 方程 


2 十 An = fy, 6) {Es) 


其 中 大 9, 们 一 4 对 它 我 们 有 以 下 绩 果 。 
定理 10.47 设 当 8 一 0 时 对 (Ew),* 一 9 是 一 致 新近 稳定 


向 给 号 


的 ， 又 设 对 于 zl < >，jei < so， 
fOr,e) — ys Bs SEL CO 
且 当 5 一 0 时 对 llsllo < 一 致 地 有 
f(x,e) 一 其， 0)1, —> 0 

则 在 X* 中 看 在 原点 的 邻 域 UCtlzxlls 三 +}, 当 1s| 充 分 小 时 ,对 
《Be) 它 是 正 不 变 的 。 

证 明 设 VCx) 是 由 定理 10.4.6 给 出 的 (Er) 的 Liapunov 
水 数 . 我 们 将 沿 《E,) 的 解 wtz;x,6e》 估计 让 的 右上 导数 PV.(x). 


V(r) 一 im sup 一 [Vnthsx, 8)} — V(x)] 
< lim sup 二 [VCuChs#s6)) — VCulh;#,0))] 
二 lmsup— [VCaChsx,0)) — V(X)] 


< K(r) lim 二 KEY 5) 一 uChsxs0) ls 十 产 (Co) 
开设 ‖zl s rz 盖 0 充分 小 , 则 
2 一 3 让 ED) — ult x 0) 


一 | eA ws), 8) — fm), eylds 


十 { eA-nTf( 0s), 6) — fms), Olds 
于 是 
Hust) 一 wp 有 区 MI) lass) 一 msleds 


二 MIALE)》 
其 中 
A(8) =— ‘Sup Cz,e) — fx, 0) 


由 Gronwall 不 等 式 可 得 ;对 充分 小 的 #* 之 0 有 
ICRsxsE) 一 whsr, Ol, < AACEY) 


. 433. 


内 此 
Ptr) SV) 十 下 Cr)7MAKe) 
录取 > 0， 使 得 
U— {riV(s) 一 站 王 人 cile < r} 
当 Vr) 二 1 阿 玫 人 ) 安 一 PFC 一 一 站， 因而 |e| 充 分 小 时 
FCx) 过 —8i + KOr)MACE) < 0 
这 就 得 到 , 若 tx < 过 1 则 对 一 动 ， >0 有 
Vlnt: rx, 6)) 1 
即 U 是正 不 变 的 。 证 毕 . 


10.35 渐 近 自治 方程 


现在 利用 自治 方程 来 讨论 一 类 非 自治 方程 -一 浙 近 筷 洽 方 
程 . 

设 4 是 X 中 的 扇形 自 子 ,如 是 X* 中 的 一 个 开 集 ,0 志 呈 1 
当 1 一 十 co 时 对 每 一 w€ 口 的 一 个 邻 域 一 致 有 Ct，+) 一 


ECe 串 一 0， 称 
du 


+ A fr, uy (5.1) 
为 新 近 自治 方程 ,相应 地 得 到 一 个 自治 方程 
有 + An = glu) (5.2) 


下 面 讨论 系统 (5.1) 的 解 的 极限 状态 与 系统 (5.2) 有 什么 天 
系 ， 

定理 10.5.1 设 4 有 紧 预 解 式 ，f:R+ Xx U 一半 是 局 部 Lip- 
schitz 连续 的 ， 对 任意 有 界 闭 集 8CU, fAR* X 8) 在 中 有 
界 ， 又 当 一 十 oo 时 对 每 一 “上 了 的 一 个 邻 域 一 致 地 有 lfti， 
4) 一 gCu) 咱 一 0， 而 8 在 UU 内 是 局 部 Lipschitz 连续 的 .老汉 
1 之 时 (5.1) 有 解 入 :)， 且 它 包 含 在 有 界 闭 僻 BT 内 , 则 

Lm pyatitt), MD .0 
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其 妇 达 是 吕 对 (5.2) 的 最 大 不 变 子 泥 。 
证 明 ”出 解 的 紧 性 定理 可 知 , tnCD)}w 是 一 个 紧 集 KCB。 
刘 wm 是 六 的 侍 一 极限 点 , 即 存 杠 is—* 00 po lm wis), 


考察 


dr 
一 一 十 .ip 一 Fi 
ae 和 


C5.3) 


v0 一 go 
由 解 的 局 部 存在 狂 定理 知 ,(5.3) 存 在 解 ww， 进一步 可 知 ， 解 的 
存在 区 间 是 [0, 十 0)。 若 不 然 , 由 解 的 延 招 定理、 存在 9 过 TT 过 
十 oo ， 使 得 vue) 在 [0;T] 上 有 定义 ,而 vCTYEB .因为 {wr is, 
CB， 所 以 

,Sup DD 一 有 人 十 ia 之 全 站 
盟 一 方面 ，s(G 十 1,) 满足 

必 + An= ft + to 二 


” | ,= = nla) 
注 郊 色 假设 条 件 , 可 得 
lm 站 


关于 R+ x U 的 任何 一 点 (iw) 的 一 个 邻 域 是 一 致 的 ,由 解 对 初 
值 及 吉 端 范 数 的 连续 性 定理 , 当 半 一 十 ce 时 
SP lv 一 2 十 5 一 0 tn— Too) 


故 得 一 个 了 矛盾， 同时 还 证 明了 【vwo 呈 B. 
现在 按照 证 了 明 紧 罗 道 的 极限 集 具 有 不 变 人 性 的 同样 方法 可 知 ， 
存在 {12} 的 一 个 子 例 {tj， 使 得 对 一 切 下 一 041,2,… ,存在 极 
版 
lim wie’ CO— KR) = yh 
同样 道理 0 
dr 


—- 中 Av=— gv 
TT 一 gv) 


v0 = va R= 12,.°"3) 
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在 10, 十 co) 上 存在 解 vtyon) ,vison) jw 忆 8， 

现 可 按 如 下 方法 延 拒 中 昌 使 之 在 (一 00,0) 上 有 定义 

ot) = pt 十 2 
这 就 把 65.3) 的 解 延 拓 到 《一 co ,十 o%) 上 且 
人 二 Ff-e0t+mi 

以 上 证 上 明了， 对 wl?) 的 任意 极限 点 如 《5.3)] 的 解 1ekth 
Wo) lec mto Bs BR ve M. 
于 是 

pu) MD) < pu Lal ntt))) 
因此 , 当 : -= 十 co 时 
各 [人 MM 

证 毕 ， 

定理 10.5.2 4,1, 8 的 假定 同 定 理 10.5.1, 其 中 UU 是 X* 中 
和 包含 原点 的 开 集 ， 还 假定 fiy 们 三 8 只 0) 一 98， 你 #= 日 对 于 
极限 方程 (5.2) 是 一 致 渐 近 稳定 的 , 则 w = 日 对 于 《5.1 是 一 致 饼 匹 - 
稳定 的 ， 

证 明 略 (可 参见 LHem])， 


10.6 ”判断 稳定 性 的 线性 近似 方法 
局 常 短 分 方程 一 样 ,我 们 也 可 以 利用 方程 
dn _ 
de 十 了 上 匠 】 
的 线性 近似 方程 来 判断 解 的 稳定 性 . 


10.6.1 ”线性 方程 的 稳定 性 


先 著 察 线 性 齐 次 方程 


du 十 .4x# 一 个 
dt 


其 中 4 是 Banach 空间 中 的 扇形 算 子 ， 它 满足 初 值 So) 一 上 


+ 456。 


的 解 是 wri;132) 二 Ax, 
定理 了 .6.1 在 [十 coy 上 
1” x 一 0 稳定 (一致 稳定 ) 的 充 要 条 件 是 : 存在 常数 天 > 
0， 使 得 
有 下 (6.1) 
2° “一 6 一致 渐 近 稳定 与 下 列 任 一 条 和 件 等 价 : 
(a) 存在 背 数 一 0 天 之 0， 使 得 
| et 一 《和 2》 
《b) wn 一 0 是 措 数 稳定 的 . 
(ey) Recek AY) > 0. 


证 明 1° 设 《6.1) 成 立 ， 则 和 任 给 E > 0， 存 在 3 一 去， 当 


如 
x < 六 时 


和 
儿 * 一 和 9 是 稳定 的 。 类 似 可 证 * 过 9 还 是 一 致 稳定 的 。 
反之 ; 设 w 二 08 稳定 ,给 定 6 之 0, 则 存在 8>> 0, 当 [lstl. 必 8 
时 
|e- 人 < = ee “Tx < 
内 为 RCA) 一 姜 。 于 是 


[ee 一 se 


< sup fe eA 
TT 


证 明 2” 设 * 一 8 一 致 渐 近 稳定 ， 则 奔 在 加 > 盖 0， 对 任 协 

0 之 npn 之 5 存在 工 一 T( 人 >0， 当 jx 肝气 5,1 守 十 T 时 
Ne la < 
于 是 
Peel dint tt TY 
特别 大 
je 6 1 
有 


对 尾 意 : 之 jay， 存在 非 负 整数 5; 使 nT 二 :上 一 ac 二 TIT。 
于 是 

Leo oo le tne Tl ss Me 

< Mle "Mn) 

取 (eT 如 盖 一 Zn 1)， 得 

| | ee Me MT or NM et Te~HatiT ee ReMatnr 

< Ke Hi 2 4) 
其 中 下 二 Me 
这 就 证 上 明了; 由 # = 8 一致 浙 近 稳 定 中 (a) 成 立 , 


现 设 (6.2) 成 立 , 取 3 一 去， 得 « 一 9 是 指数 稳定 的 。 即 由 


{1) =—> (b). 

车 4 一 9 是 指数 稳定 的 ,显然 (6.2) 成 立 ， 对 于 Rel < pP。 有 

ex — ex eT1 — Ke sm x! 
Ci 宇 0,xE 区 ， 当 上 充分 文 时 
| 

其 中 上 0， 又 因 RCe-4) 在 六 中午 密 ， 所 以 * 充分 大 时 。 若 
Rea < 8， 岂 eu! 属于 ee 的 预 解 集 ,因而 《一 1 属于 (—A) 
的 预 解 集 (见习 题 10.1)、 妈 $4 属于 4 的 预 解 集 ， 因 此 ; 若 46 
aol A)， 则 Reh 尖 8 > 0， 这 就 证 明了 (b) 一 > (c)， 

最 后 , 若 Req( 4A) > 0， 则 有 (6.2》 成 立 ; 由 此 易 知 * 一 08 稳 
定 .证 毕 ， 


10.6.2 ” 按 线 性 近似 方程 确定 稳定 性 


现 沽 虚 非 线性 方程 
和 + Ax = fr, #), (6.3) 
£ 


其 中 4 是 Banach 空间 中 的 扇形 算 子 . 
当地 是 一 个 平衡 点 : 拒 fr #) 在 iin 展开 
Hin tt 0) = Hts) +t Bvt Eli 9) 
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这 里 11m) 一 4w， 我 们 要 设 
《Hi 12 玉 是 下 X 头 OASec13 中 《rr 十 co x To 
的 某 柱 形 邻 域 ; 
2” f:U 一 XX 对 + 局 部 Hilder 连续 ,对 * 局 部 Lip- 
chitz 连 媒 ; 
39 如 是 加 到 XX 的 有 界线 性 算 子 ; 
4 当 lol 一 0 时 对 上 一 一致 地 有 
ler so) = 以 ef 
作 变 换 sa 一 ww 十 vv， 则 方程 C6.3) 化 沪 


dy Lp = gl v) (6.4Y 
dr 
其 中 工 二 4 一 B ( 它 一 定 是 篇 形 算 子 )。 
C6.4) 的 线性 近似 方程 是 


dr Try 一 《6.53 
A 


现 由 (6.5) 确 定 (6.4》 的 零 解 , 从 而 确定 (6.3) 的 平衡 成 如 的 稳定 
性 . 


定理 10.6.2 设 ww 是 《6.3) 的 平衡 点 且 条 件 《Hi) 成 立 。 老 
对 某 8>> 0，ReolL》 之 8， 或 等 价 地 说 ,车 级 性 方程 (6.5) 的 零 解 
是 指数 稳定 的 , 则 C6.5) 的 平衡 点 tw 在 X" 中 是 指数 稳定 的 。 在 在 
p 祈 0, 夺 人 宇 1, 若 之 TT， xX x 一 jj 所 p/2M ， 则 在 
和 十 6 上 :3 存在 唯一 解 所 与 和 oz， 省 二 深 加 时 

上 Ka 一 wolls & 2M ex 一 区 

证 明 取 A 使 RecfL)>P> 间 >0, 因为 工 是 局 形 算 了 于， 

所 以 在 在 族人 空 1 使 得 

ez < Me el 

|e-zel = MLEre-rol) < Merre™s slo 
选取 9 之 0 充分 小 使 得 


二 间 守 时 


. 2 


再 取 P > 0 学 分 小 ,使 得 jp 上 ls 所 p， rt 一 YY 时 
iets oo < ollsll, 
全 区 号 到 人 3 ™— Hoy 出 vz 请 足 46.4)。 于 证 


vO 一 eH ) + | ei vr Cr) ds 6.0 
若 |vGO ls = lx ~ wolls 所 7? 则 在 某 区 闻 上 (6.6) 的 解 存在 且 
有 if 有 和 所 p， 只 要 jz 身后 P， 则 省 


ja SE 人 十 ocM | CG — ee nv) aas 


IE 号 十 pr 对 |” gregs < 十 元 一 可 
著 在 损 扫 过 出 上 上 leCad ll ps 其 中 fl 是 最 大 的 ， 加 或 f1 一 
十 吕 或 jzGJ) 二 pp， 但 后 一 情形 与 上 上 述 佑 计 矛 于 ,所 以 对 人 尾音 
: 之 j 解 vtr) 存在 且 Vv 二 p. 
现 再 令 
(2) — sup LoCo 
将 职 分 方程 (6.6) 两 边 乘 以 ce* 人 "中 ， 则 得 
oleae & M leo) 


+ Me | [一 es nds ,zxCf) 


< MG) +t Fz 
由 此 得 
zt) 2M Note) 
郧 当 * 空 癌 和 革 
1aCeiasz7 一 al 一 es 2M es Ths 一 mi 
证 毕 ， 
下 面 讨论 不 稳定 性 的 判断 ， 我 们 假设 


二 让。 


(Hi le 了 是 Rxje0<c 一 寺中 下 x[tw 的 某 
柱 形 邻 域 ， 
2°,3” 同 (H)， 
4” 对 上 六 二 以 40 一 日， 
ee 四) — elis vO Ee RCP) le — llo 
其 中 lo 加 所 pyP 一 和 时 Kp) + 0. 
为 了 手 述 并 证 明 关 于 不 稳定 性 的 判断 定理 ， 我 们 先 叙 述 谱 千 
的 定义 ;关于 空间 分 解 与 有 关外 计 式 的 两 个 引 理 . 
定义 10.6.3 设 4 是 定义 域 和 信 域 都 在 Banach 空间 和 中 的 
线性 算 子 ,sf 是 4 的 谱 * 集 人 台 oCol(A)Ut4%} 圭 总 人 是 一 
个 谱 集 , 若 s 和 A 在 扩张 复 平面 中 都 是 闭 的 ， 
例 aol) 的 一 个 弧 立 点 ,或 者 oA) 的 有 限 个 孤立 点 是 谱 集 ， 
谱 集 的 余 集 是 详 集 . 
引 理 10.6.4 设 4 是 区 中 的 闭 线 性 算 子 ,o, 是 一 个 有 界 谱 集 ， 
而 a = olANa, 所 以 syU {07 .是 另 一 个 谱 集 。 设 上 ,EE, 是 
相应 于 这 两 个 谱 尝 的 投影 :而 X; 一 EXX)(i 二 12。 则 
12 天 一 开拓 
2° Xi 在 4 下 是 不 变 的 ， 
3” 驴 若 必 是 4 在 石上 的 限制 : 则 
A 是 有 及 的 ， oA )— a 
DA = DOANN, Bod) 
引 理 10.6.5 在 引 理 10.6.4 的 条 件 下 ， 若 用 是 一 个 扇形 算 
子 , 划 
i 4 是 有 界 算 子 ,4 是 扁 形 算 子 ， 
2°? 落 及 er) < 二 ay 则 对 于 1 二 0 全 we 
39 堵 双 erkd4》 > 盖 了 ， 则 对 于 “> 0 
es een 
ee 
引 理 10.6.4 与 引 理 10.6.5 的 证 明 可 参见 D5, *¥, I， 第 七 章 ] 和 
4 


LEHe】， 
现在 利用 上 述 引 理 证 明 一 个 不 稳定 性 的 判别 准则 ， 
定理 10.6.6 设 w 是 《5.3) 的 平衡 点 卫 条 件 《〈 节 ) 成立 ， 若 
LL 一 4-- 8B,cCL) 作 {Rez < 0 是 一 非 空 谱 集 , 则 平衡 点 吉 是 不 
稳定 的 ;特别 是 在 在 ss 一 人 0 和 {ran 区 1}， 福 足 当 # 一 十 吕 时 . 
xs 一 le 一 上， 对 性 窟 +#， 
suplixCzs fa3 xn) — solla o> 0 


其 中 上 确 界 取 在 解 以 与 my xze 的 最 大 存在 人 区间 上 . 
证 也 ” 记 
or = oINMNI{Rel < 0 0 = olL) a, 
由 引 理 5.10.4 将 XX 分 和解 成 一 XX 田 Xi, 使 上; 一 上 [x; 
stLD) = (i= 1,2) 
记 8; 是 相应 的 在 X 上 的 投影 算 子 (j 关 1,2)， 
由 了 弛 理 双 10.5， 我 们 有 下 列 估计 式 : 存在 某 0，M 守 1， 
对 上 
eBay < Meslxlos es 
而 对 1 所 人 
emtE xlls < Meetlxls, M ellxll 
现在 对 ae X?, 放 只。 充分 小 时 考虑 积分 方程 


和 
yi) a -ng 十 | eumdB pts YC Yds 


+ emg, Kd CE (67) 


令 YD 二 ye 得 
YO = GOY ID 
其 中 


GY YD = earoerakeroa 


十 | ee 一 CC NR pts yds (Cir) 
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再 令 
$5 二 47:( 一 %, 7) 一 连续 ||Y (C0), < 2Mllaj,} 
yl. ~ sup, HY CO 
现 选 取 f 之 0 充分 小 ,使 得 
MARC) | | ”sreereedx 十 a < 二 


[ 
[| -由 


设 1 cl|。 < 熙 YZES, 则 
eCY Oo < Mllal, + MRCp) 


x | erev-ayC Olds 
十 汪 em 一 - exods| 


< Milalls + MRCP) | er 2M lallods 
+ MCp) | Cf 一 1) es 19| 
< Mlalst MaCp) | ema 
+ aereda] 2M bol, < Mal 
+ MA) je 十 人 eeran | 2M fall, 
< 2M lol 
GC — oxoN, < mR) | 
二 | wereau]liz ~ Zh 
iawr 
< 2 liY Zl 
村 是 G 在 S 有 唯一 不 动 点 ， 即 当 ， 筷 5 时 ， 积 分 方程 有 唯一 解 
yo) = Jr(rirya)《 注 意 ,此 记号 不 省 有 y*(r:ry o) mo)， 甩 


ma 举 上 求 


【Gel 寺 2M lalloem™r? < pe 
阅 时 还 有 . 


yr;r, 0) 一 al 一 | en,els ,yd 
< MC — er RCo)2M alse-ngs 
< MK) | weredasjcll。 
< 二 al C6.8) 
也 就 有 
ly*Cr; ro 


车 证 得 3 二 (8 Tt»0) 是 (6. 4) 的 解 , 令 zs = yo #9)， 由 
golls < pe > On 一 十 coy， 且 对 岂 迄 1 所, 革 (6. 4》 有 和解 
pr 25) = (1 十 n30), 

supllo Qss to za 2 lolso 十 ;to za)) 


一 ly*Cr i nsa)|。 = 二 al。 2 0 


余下 证 朋 yn 一 y*Ct;7,g) 是 (6.49) 的 解 。 令 (KmD = gs， 
开 分 )。 由 积分 方程 46.7) 查 


Biy(D 一 e-bu-ng 十 | co 再 (rd 
Ey(t) = | eunNE,r(Cs) ds 
= pin ( enE,r (De 
十 | emeroBirC9)d 


由 第 九 章 中 积分 方程 与 微分 方程 等 价 性 定理 得 知 , 程 分 方程 (6.7》 
的 解 XD 一 ED 二 BC 也 是 微分 方程 (6.4) 的 解 。 证 毕 。 
注 由 得 到 (6.87 的 过 程 中 易 看 到 ,我 们 也 可 得 到 
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Iy*Crsrse) 一 oil 去 py te 


从而 可 得 更 强 的 结果 :存在 【re za 1} 满足 dr。 一 xl 一 0 但 
对 每 个 mn 产 1 
suples; nr ta) 一 3 
下 面 看 两 个 例子 。 
侈 1 
Ba Hw 
网 5 十 oun—b (Or<nst 0) Ce 
个 4 一 于 (x 0 
方程 (6.9) 关于 零 解 的 线性 化 问题 是 


必 ji oe 十 上 径 各 
Ds de 


yO) = vxst) = 0 
相应 的 特征 值 问 题 
人 三 ”7、 一 op 一 29 

PO 一 (xD 0 

的 全 体 特征 什 为 
{ma 
内 此 ; 当 。 一 1 时 零 解 在 三 (0,x) 是 渐 近 稳定 的 当 > 1 时 零 
解 是 不 稳定 的 ， 当 4 一 1 时 有 零 特 征 售 ， 因 此 线性 近似 方 污 不 能 
用 . . 
当 上 之 00,4 之 1 时 (6.9) 存 在 唯一 正平 奖 解 (x*)， 令 

Hw) = on — bw’ 

则 
f(s 十 w=) + Bot gtv), B= a— 3bu 


考察 特征 值 问题 
{2 十 《35 一 op = ip 


PC0) — g(r) —0 0 


央 为 
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[一 十 《Bt 一 Gy = A 
wt0) 一 wlx)=1 
有 特征 徒 1 一 8， 相 应 特征 图 煞 为 w(t) 之 0C¥EL0,x))， 所 以 
2 == 0 是 最 小 特征 值 ， 于 为 【38 一 中) 人 《8wa 一 a7， 所 以 
《6.10) 的 最 小 特征 悄 为 正和 的 ， 因此 w(x) 在 加 (0,x)》 是 稳定 
和 9、 

例 2 设 9 是 R: 中 的 有 界 光 滑 区 域 ， 市 ws， 了 蚌 消耗 在 一 级 
热 反 应 中 的 物质 的 浓度 和 温度 ,它们 满足 
On 


~ — DAn — gyitT) 
Os CxE OY) C6.11) 
| 97 Ar + qukT) 


其 中 ,4;5 是 正 的 常数 ,e 是 充分 小 ，f(T) 一 exp( 一 HIT), 玉 
是 正 的 常数 ( 当 工 二 0 时 KT) 二 0)， 
将 方程 组 (6.11) 化 为 


Ou DAn— eufCT*+ 1) 
Or 
C612) 
HT” > 
Br 一 态 了 TT* 十 suftT 上 1Y 
边 条 件 是 
Du. — 0, T*|lso = 人 (6.13) 
dn Id 


其 中 Te 一 工 一 1 
方程 《6.12) 连同 边 条 件 (6.13) 关于 〈0,0》 的 线性 近似 问题 
是 


Bu ~ Dan 一 ef 
Os 


守 志 
二 一 AT* + qf(l)n 


-| = 0, T*iso = 0 
ee] 


相应 的 特征 民间 题 是 
—Ant ef{tlY)s = 1g 
一 入 Te — qf(l)n = AT* 


€6:14) 
Hu | 
Bn |oo 二 0, T*|lso=0 
到 的 请 小 特征 值 是 和 一 mint2*,ef1))， 共 中 礼 是 
人 人 == TT* C6.15) 
T*|ao 一 果 


的 最 小 特征 入，2* 沁 0 《习题 10.5) .因此 % 0,(Cn,T*) 一 【0， 
0) 是 渐 近 稳定 的 , 即 (x,T) 一 00, 1) 在 而 (8) x CQ) 是 渐 
近 稳 定 的 ， 
10.7 ”稳定 性 问题 的 若干 例子 
本 节 利 用 抽象 理论 讨论 策 子 方程 
| + Au = fu) 


dt 
uy 一 
的 若干 例子 , 财 
Ou As 一 fy (re Qt:>0) 
ar 


0 
ujao 一 0 或 po 
u(x0) = wr) (xE 0) 
这 时 用 二 一 A 是 Laplace 算 子 ， 
对 于 第 一 边 条 件 情形 ,考虑 
DA 一 HAOINTIO) -> LO) = X, 
4 是 扇形 的 ;而 且 还 是 正 的 , 筷 共 斩 的 ; 4 是 紧 第 子 。 我 们 可 
以 定义 40 之 a 之 1)，W 二 D(A*)， 特别 有 X# = HM). 
对 于 第 二 边 条 人 忻 情 形 ,每 虑 


一 人 (xEd0,:> 0 


和 学 析 冰 二 


A:D(A) = {wine mo), 5 oo 时 一 4 


则 4 也 是 扇形 的 ,而 生 是 非 负 的 , 自 共 罗 的 ,这 和 时 DA 一 X41 一 
mo). 

因此 ， 本 池 中 讨论 的 平 香 解 的 稳定 性 均 措 古 (9)] 中 的 稳定 
性 .但 是 ,在 一 定 条 件 下 , 对 于 有 界 解 来 说 ， 由 王 (9) 中 的 收敛 
性 可 以 得 到 C"C2)》 中 的 路 合 性 。 

请 NN, Chafee 和 EE, jnfante 在 1971 年 对 非 缆 牲 方 程 


+) Co 一 (Ca) 
anD 一 Hz 一 上 《30 Cby 《7.17 
uCxs0) = tr) (rE [0, =]7) ~ (OR : 


讨论 了 全 局 稳定 性 问题 ,其 中 及 非 供 常 徐 ， fc CR' 满足 : 
1° HO) = 0, f(9) > 0, 


22 lim sup 1) 过 0， 和 C7.2) 


中 村 二 = 十 


32 sgnf” (Ww) 一 -一 5EDa。 
在 第 八 章 中 ,我 们 在 条 件 (7.27 下 ,对 (7.17 的 平衡 解 的 分 叉 即 
边 值 问题 
他 十 Aaj(nxts)) = 0 
ut0) 一 ae》 一 和 
进行 过 详细 的 讨论 ， 现 在 分 析 这 些 平衡 解 的 稳定 性 。 
《7.1JCa)sfby 可 写成 


44 十 Lu 一 3 (7.3) 
ds 
其 中 4 二 一 3 DiA) = HO, x)NHAO, x)， 记 人 一 
LC0, x), Xi = DOCAT) = FICY, x). 
《一 ) 解 的 估计 ， 


方程 C7.3) 有 Liapunov 通 数 


加 哮 量 安 


vo) = 人 二 ee 一 PC)] de (Cpl) xt) 
其 中 
pCw) = | fe)ds 


i 
{EdE ‘ne 
7 JK jx “由 条 件 《7.2)2° 知 ; 对 人 性 


间 & > 0， 存在 常数 C,， 使 得 
Fy ete (<:<+%) 
于 是 


TK 完 工 .1 vp rdr 一 Xe | p(x dr — LrC, 


注意 当 pe HiC0， #) 时 由 人 w(erds > | p(s)dr， 可 得 


Vip) > (+ 一 1e】 中 人 rd 一 1 
取 eg 一 pe 得 


VP) 关上 1 人 一 0C。 
站 EE 


若 s(xyt;》 是 C7.3) 的 解 , 则 在 解 的 在 在 区 辣 上 
VipY 2 Vw; P)) > 二 Kx2s9) 肝 一 xiC, 
于 是 
(aCx ss p) ll < 4(xiC, + VAP)) 


因此 ;, 解 的 存在 区 间 荐 {0, 士 so 以 7.3) 在 可 (0, 7) 上 确定 一 个 
动力 系统 ， 

《二 ) 原点 的 稳定 性 问题 ， 

我 们 不 妨 假 定 f(0) = 1, 不 然 的 话 可 改变 参数 1, 使 之 满足 
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这 个 条 件 。 


《7.3) 在 原点 的 线性 化 问题 是 
Br Ov » 
Br Br + 4 (0 x ft 人 0) 


Qf) = vx 1) = 0 
由 此 易 知 
tA CO— 1) = {so 1|# = 1, 2,3,...} 
由 定理 10.6.2 与 定理 10.6.6 知 : 
若 0 所 4 三 1, #0 在 Hi0,x) 中 是 指数 稳定 的 ; 阁 4 盖 
1, # 一 0 在 HI(0,x) 中 是 不 稳定 的 。 
利用 线性 近似 方法; 当 4 二 1 时 是 无 法 判 业 的 ;对 1 过 1 得 到 的 也 
只 是 局 部 的 稳定 性 . 
现在 可 四 一 步 证 明 ; 
定理 14.7.1 当 0 志 4 所 1 时 ,* 一 0 在 Hi(0,x) 中 是 全 局 
闭 近 稳定 的 ， 
证 明 令 
Fe) = | pCax = ol Cp € HKO, «)) 
设 nx*,) 满足 (7.1), 则 
dV u(x)) 21 
dr 。 


TE 
rd 
竹 


= dr 2 fwd 
= 


一 了 | 2 一 A Cm) dx 
让 
。 
| 


对 任意 8,1) < 70) 一 1, [dr < 0 于 是 
es) ? < —201 —» | wsdx 


于 
1 


Pp)E0 < 和 4<1) 
区 9 < 一 的 1 — lpls (O01) 


这 就 证 明了 ; 当 4 过 4 芝 1 时 , # 一 0 是 全 局 渐 近 稳定 的 ， 
当 4 = 1 时 仍 有 Liapunov 冰 数 VCp) 一 如 js ， 歼 原 点 稳 
定 , 再 考察 
,2 十 iplx)) =0 
PO) = pix) = 0 
车 (x) 是 它 的 解 , 则 


(Cp (Cx) + pp = tp — pp 
两 边 积 分 得 


[—qp ex) 路 px) dx == | Lo — 其间 了 ts dr 


三 然 ， 玄 端 节 0， 因 为 [# 一 所 认 ]# 过 8 (ww 和 夺 站 所 以 右 端 
扫 0， 只 能 有 


[19 — jp)lpdr=0 


好 plz) 三 0， 全 此 , 当 % 二 1 时 ww 一 0 也 是 全 局 浙 近 稳定 的 . 

‘三 ) 非 零 平衡 解 的 稳定 狂 ， 

现在 讨论 非 零 平衡 解 pC 一 1, 2 3 ) 的 稳定 性 同 题 ， 
先 证 一 个 比较 碌 理 ， 

引 理 10.7.2 设 plx) EC!'lo, bp > 0 (rel[a, 1), 
gx E Clasbl, pr). Bix) E Cla, bYNCLrs $I, 在 (a,6l 上 
由 (Ce 0 且 

Cplxjp 》 + 9p 0 
pepY + qn) (x En,5)) 《7.47 
(在 《ae , 的 任意 子 区 间 上 , 若 一 端 取 恒 等 号 , 则 另 一 端 不 取 恒 每 
号 ) ,又 gla = pa) = 0, g(a) = a) > 4, 由 ers 
上 
pO) > pr) 
泪 明 
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《1 先 证 对 任 窒 三 Etcytl， 若 YEkey ml 有 村 pw) > 0D， 
期 es] > me Rom)。 由 (7.4) 得 
pp Cp’) 
“= [pp 下 0 rE ts, x) 
在 《ai 的 任 春 子 区 间 上 不 全 为 霉 ,又 
paolop ap a) 一 站 aa 一 个 
故 x € (asxo) 时 (vy 一 9 由 ) > 90， 而 


艺人 多) 一 于 下 二 和 


PLY) = 1 
是 -二 Pls) 
所 雇 
-> 1 (ze Ca, #0]) 
《273 证 骨 在 在 5 守 0, 当 a 三 x 之 5 p(x}) > 0， 
令 p= ve, 则 


p= Cv + vo go 一 oo 
《pp 4qtr)p = (po) + 2ol pvr’) 
+ (pet pat pai glel"” >0 
于 是 存在 8 09, 及 alx), 当 xela,aTé6) 时 
pe 十 Po 十 pa 十 9 一 0 
就 有 
《pe 十 2alx) (pv) 之 0 


《per ee ~ 0 
又 awtay 00， 所 以 如 > 0 而 0 = 二 0, 所 以 fo 一 0. 
期 gr} (re(lga, oT 6))., 
《3)》 取 上 述 最 炎 的 5, 则 a 十 5 一 5b, 在 Ca,b] 上 p(x)> 


若 不 然 , 量 大 的 5 使 a 二 6 过 $5、 刚 ptx) 祈 0 (xeEta, ae 十 


a #72 = 


由))，mfta 十 5) 一 0， 由 前 面 的 证 明 在 (a, a 二 53 上 gt) > 
中 x), 干 荐 Ca 十 们 一 0>> gla 十 8)， 这 便 予 盾 了 ， 

综合 以 上 , 引 理 得 证 ， 证 毕 ， 

利用 这 个 引 理 可 证 以 下 判断 稳定 性 准则 。 

定理 10.7.3 设 p(x) 是 (7.1) 的 非 零 平 衡 解 ,又 设 存在 由 (*) 
< CA0,x)NCL0,x], 满足 

作 bw) 十 Af PP 0 (Ox) C7.5Y 
0) =0, $0)=1 

1” 若 在 0 二 x 和 x 上 由 (x) > 0， 则 ptsw》 是 新 近 稳 定 
的 ，。 
2” 车 在 9 之 * 二 %* 内 村 在 处 Cn) 二 0， 则 Ce) 是 不 
稳定 的 ， 

证 明 ”考察 特征 信和 问题 

人 一 Xp))3 一 AB 
S30) = 0， 9(x) =— 0 

设 jm 为 第 一 个 特 钙 值 ， 相 应 的 特征 范 数 为 (x) ，0C0) 一 1， 
Hx 0 (CrE tO), xr)). 

车 在 0 三 x 逐 x 上 $f) 汪 9 了 9， 则 -pw 之 0. 若 不 然 ; 则 pw 所 
0, 大 证 一 0， 由 初 值 问题 解 的 唯 一 性 知 ，3okz) 一 Cr) Sow》 
一 上 (ww) 一 0, 与 所 #) 0 矛盾 。 若 wm 二 9， 则 

90 十 Af CPD Om A Pp) x E(x)) 
B07 = 0 = 0 8A0) 一 由 (03》 一 】 

于 是 由 引 理 10.7.2 知 ，93o(x) > px)(Cx EC0,x]), 与 ta) > 0 
矛盾 ， 由 古 > 0 知 ，yts) 是 盖 近 稳定 的 ， 另 一 结论 类 做 可 证 . 
证 毕 ， 

利用 这 个 准则 可 得 

定理 10.7.4 若 1 > 0) "= 1), 则 C7. 1) 的 平衡 解 pt 是 

证 明 仿 p(x) 一 中 | ‘GD), wD 0, 在 0 过 < 
上 (0 且 fp(w))> 0 
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现 考察 初 信 间 题 (7.5) 的 解 W(x)。 令 
vr) = Cp Op (Cx) = Cp OO pC)) 
则 在 0 < x 之 x 时 ， v(x) > 0; v0) =0, vz) = 0 v0) = 
1， 又 在 (0,x) 上 
”p= pm) gp Cr) p00 

《0 ,x) 的 性 意 子 区 间 工 不 恒 为 去 ), 岂 31l 理 10.7.2 爷 , 在 0 过 x 二 
zx 上 (x) > vr) 六 0， 这 就 证 明了 gq? 的 亲近 稳 定性 类 似 
地 ，Ppyr 是 亲近 稳 定 的 。 

现 假定 ?是 非 零 平 稀 解 ,满足 PC0) > 0， 同 时 在 《0,x) 中 
某 处 中 本 零 值 , 则 在 60 ,x) 中 某 点 x, 处 有 人 负 最 小 值 ; 所 以 FL) 二 
0 p(x) 一 0; 但 是 gtx) 积 p(x) 都 是 v 十 4F7(p)v 二 0 前 
解 ,所 以 它们 的 Wronski 行列 式 为 常数 

ps)p Cr) 一 由 Ce Cx) p00) > 0 
大 此 , 令 # = Wi 得 
一 pr)p Ce) 0D 

而 pg” (x) > 0， 故 内 na) 过 0， 从 而 证 明了 站 是 不 稳定 的 。 当 
ps0 时 类 似 可 证 。 证 毕 ， 

以 上 稳定 性 均 指 HiK0, =) 空间 中 的 稳定 性 ， 本 例子 可 参见 
LHen ] . 

例 2 初 边 值 问题 


a Ou 
Bu 2 (人 2 + 匠人 (0 rl 0 


dw Dw | 
残 |_ ”本 | 一 全 之 0) 


axa} = wx) 0SYS1) 


Br Br (pc 3 十 fC) (0 tr 0 
HAO = Wl) 0 (2) 
ox 0) = mmr) (013 
相应 的 平衡 解 问 题 是 
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《7.7》 


人 — Hx)}=0 
#0) = wl)=0 
和 | 
{0 一 太一 0 
uC0) = wtl}=0 

这 里 ,Pp €E C0, 11, Pr) > 0Cx EL0, 11), EC 

定理 10.7.5 设 p(x) 是 (7,6) 的 非常 数 平衡 解 ，p(*) E 
C0,1]， 若 ptx) 一 B(x) (x) 寺 0Cz€ [0;1]), 则 plx) 是 
不 稳定 的 (在 HC0,1))， 

证 肖 令 

15) = |) fps) — fps) las 


只 须 证 遇 存 在 vE HM(0，1》 使 得 
I(r) <D 
由 
人 十 其 中 ?一 0 
PD 一 外 《1 一 0 
得 
bbp) 十 bbp) + Hp) 0 
两 边 对 “或 导 得 
bp) 2589 + bp) + Ftp)p = 
两 边 节 以 如 Pp ”并 积分 得 
1 百 Eap Gy 十 2 pplbp' yp'dr 
+ | Bbp YCbp dst | fp pd ~ 0 
因为 
bbp' YChop' dx 2 1 [Tex 
一 2 | bbbp YB Ydr 
于 是 


* FF 


| bl (bp')Y Tdx 一 | fobp" ds 
c= | bBo dx 
即 
了 ED = [ pr 0 


平衡 解 p(x) 处 线性 化 问题 相应 的 特征 便 问 题 是 
Bw) — TP = tw 
{coy =— wl1)=0 07.8) 
按 特 征 值 的 极 小 原理 ,车 Jpp ) 二 4， 则 (7?.8) 的 最 小 特征 值 
2 车 pp 一 0， 也 避 有 2* 二 了 车 不 然 太一 0， 刚 
5” 是 和 应 的 等 征 函 数 ，59 | 一 0， 但 47.8) 的 最 小 特征 值 对 
应 的 特征 函数 在 [0 1 处 处 不 为 担 , 故 矛盾. 
为 了 讨论 67.7 的 平衡 解 ， 要 用 到 以 下 -一 个 结论， 它 易 再 特征 
慎 的 极 小 性 质 得 证 . 
引 理 10.7.6 设 o 世 oA 所 志 5 plx) ECi[e, bl], plx) 
>U0trx€Ela, b]). 若 
人 十 Flr) = 1 
RD 一 2 一 
的 最 小 特征 值 是 负 的 , 则 
《PK TF qr) = hn 
(Ca) 一 二 下) = 0 
的 最 小 特征 值 也 是 人 负 网 ， 
定理 10.7.7 设 ptr) 是 (7.7) 的 平衡 解 ，q(x)€ C10, 1]， 
在 0,1) 有 零点 : 若 par 一 blr), B(x) < Ot(x Et0y 1] >， 则 | 
(sz) 是 不 稳定 的 (在 Ht0,1)). 
证 明 存在 La, P]c40， 1) 使 得 
{2 + fpr)) = 0 
ya) = p= 0 
根据 定理 10.7.5 的 证 明 ， 


向 三 了 看 


[人 — Pr w= lm 
we) 一 w=0 
有 人 负 的 最 小 特征 值 ,再 由 引 理 10.7.6 得 到 
[A 一 站 Co 一 hw 
BED = 一 wll1y 一 用 
有 负 的 最 小 特征 值 . 天 此 p(x) 在 (0, 1) 是 不 稳定 的 。 证 
上 毕 ， 
定理 10.7.8 设 (0) = 0,7(00) 宇 0, 当 # 之 0 时 了 C0) 之 
0. 若 fs) 是 (7.7) 的 平衡 解 ,在 C0,1) 上 po > 在 且 其 pe 
>>0， 则 mt*)y 是 稳定 的 (在 HC0, 1))， 
证 明 ”考察 初 信 问题 
{7 +f(m =0 (<x<1) 
tt0) = 0, $0)=1 
的 解 Cx) 令 vx) 一 af(p(r)) a = [FTONP C0)1™ 
则 
Bt] 0 (xe Dd,1)) 
v0 =0, af03 一 1 


Cpir)eY 二 并 (zy 2 一 六 (下 pw] Cxya 
<0 《xzeEefnhy， 1)) 
由 引 理 10.7.2 列 ,; 在 0 一 过 1 上 We) vlx) 之 4。 再 由 定 
理 10.7.3 知 ，Pp(lx) 是 稳定 的 。 证 毕 . 
本 例子 可 参见 [Ca 贡 ]， 
例 3 初 边 信 问题 
-AyHDN (rr et 十 coy x 0) 
PY oo 0 (2€ 10; +co)) 
uCx0) = Hors) (XEN) 
其 中 届 CR* 是 带 光 祖 边 界 的 有 界 区 域 ; fE Cl 它 的 平衡 解 
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PF 避 | 
一 Apfz) — f(s) = 0 
Dp | 0 (7.9) 


Dn 骨 身 


“为 838 处 的 外 法 向 导数 ， 


下 茄 对 了 或 区 域 加 以 限制 。 以 保证 非常 数 平衡 解 plx) 是 不 
稳定 的 (在 于 (2) 中 ). 

在 平衡 解 mlx) 处 线性 化 问题 相应 的 特征 值 问题 是 
一 各 如 一 (Pay = iw 
Ow 
dn |a0 
接 特 征 值 的 极 小 原理 ,车 存在 we H'(8), 使 得 

1(v) 一 | [一 |vol + fp ad 0 


则 最 小 特征 值 是 负 的 ,因而 pCx) 在 CQ》 中 是 不 稳定 的 ， 
定 捍 10.7.9 设 pk) 是 非常 数 平 衡 解 , 什 域 属于 [cy8] .者 
nt1iasd] 时 fC(W) 守 0 (或 广 (t) 所 人 由， 但 不 恒 为 零 ; 则 ntx) 
是 不 稳定 的 ， 
证 阴 设 售 宇 0 了 (1 加 0 令 c 一 ming (x) 要 证 


C7.10) 


Np— oo) [ivel tr(p() p(s) 
— edr>0 
因为 (7.9 或 立 ,所 以 
1 Ke)ez = ,1vehaz 
| pdr = 0 
因此 ， 
Ip— OO=—\, Cp op)ds 


+ 4 


+ | Ce) ~ edx 
一 | Cp— Kp) fp — lds 


因为 二 0， 所 以 不 论 最 小 值 在 0 内 或 09 上 取 到 ， 在 最 
小 值 点 x 处 均 有 
fey 3 一 入 煌 x0) < 二 0 
由 久 的 条 件 , 若 p(x) sec， 则 
0 fe > fp) TF OP) — pO#)) 
于 是 
下 站 -一 人 站 

另 一 情形 娄 似 可 证 。 证 毕 ，. 

定理 10.7.10 设 QCR” 是 同 子 集 ，qp(tx)E CRK3) 是 非 节 
数 平衡 解 , 则 q(x) 是 不 稳定 的 ， 

证 明 w= 工时 即 是 例 2 的 特殊 情形 ， 只 须 考 虑 # 守 2， 分 
以 下 几 步 : 


(D 证 明 如 78) = 一],。ve' 部 (vv)de 


由 (7.9) 得 
Aps;, Tt Fim)p,, = 0 


| wearaz 十 | f' Cwm)pl dr 二 活 
Elves + fF) ds 
一 一 : dps 
1 Pri a, 45 
村 是 
。 
之 ， 用 gr 一 一 | ve (vo da (C7.11Y 


(2》 证 及 对 任意 x*€ 098 


i 7 呈 ， 


ve(z) - 学 《vtz)) 去 0 


不 失 一 般 狂 ， 让 * 是 坐标 原点 ， 并 设 原 乓 邻 城 如 的 边 抽 可 玫 为 
ya 在 原点 一 rr 方向 是 99 的 外 法 向 ，8 是 
凸 画 数 ， 


显然 
p00) 
Pr, 0) Br 0 
| EA 
2 0 一 一 中- 0) 
于 是 


vg (0) 池 - (VP) = — Ppsisal0) C7.12) 
在 80 上 原点 的 邻 域内 


0 一 让 一 > Pz COS a | oF A 下 且 一 人 站 
nm Zl1 . 


再 一 下 
0 一 > Pe C1 yal SCX;* “2 sai) ) gr 
汪汪 


一 Pe CX "Ty a1 中 … to-1)) 
注意 8(0) 二 0，8 以 原点 为 极 小 点 ， griC0) =0 人 一 下 
#), 
于 是 将 上 式 对 x 求 导 , 得 


环 一 I 


2 pat0) gm0) = pre 0) 
代入 (7.12) 得 
vot0) 起 (VP) 一 一 3 Erisi CO ps0) pC0) 


因为 & 是 凸 的 ;所 以 右 沁 非 正 ; 即 


+ 480* 


viplr) VP) <0 (x€ 00) (7.13) 


3) 证 明 最 小 特征 值 2* 到 和 
下 (7.1139 和 (7.13) 得 


SrCp。) 20 


因而 至 少 有 一 个 证 使 得 gx 过 0 六 之 0. 

车 1g?) 之 0， 显然 (7.10》 的 最 小 特征 秆 4 天 0 车 
(qzi) 三 0， 世上 有 如 二 0， 否 刚 加 一 0， Dr 是 相应 的 特征 函 
数 . 在 62 的 某 点 处 必 有 


二 dp 0 ， 
Pi Dr 


但 (7.10) 的 最 小 特征 信 对 应 的 特征 消 数 在 9 上 是 处 处 不 为 零 的 ， 
疏 得 了 矛盾， 证 毕 ， 
本 例子 可 参见 [ChH]. 


习 十 


10.f 证 明定 理 10.3.2。 

16.2 证 时 推 伦 10,3.7 与 推论 10,3、9， 

10.3 设 在 原点 辑 域 有， 天 是 连续 可 微 的 , 4 是 山形 算 
子 : 0) 一 9， 2( 和 一 1 又 人 4 一 DH)>0,. 其 中 D198) 是 在 = 一 
# 处 的 于 算 子 .证明 


jx 
ar 


+ prIAs = FF) 


的 零 解 在 X* 是 一 致 浙 近 稳定 的 . 
10.4 设 TCr) 是 Bsnach 空间 Xx 上 的 0 半 群 , 晶 是 它 的 无 穷 小 生成 


元 ， 令 下 (> -| ct-20TCs)xa;， 证 明 


(C1) 对 Ys EX, BN EDBY EH 
BIB = 由 十 THA 一 ei 
《23 对 Wx EX 


» AS1 =» 


CA 一 BBsee 一 了 (人 
(32 对 Vx €E DCB) 
BYU 一 BYs = eis — TO 

《47 记 pCTCDO) 为 了 CD 的 预 解 集 , 若 ! 基 05 ERCTC));， 令 0= 

Ce 一 了 (97m 则 
THND = QT, BONO = 020 

(5) 若 :30, < ET 则 A E20tB), 

10.5 证 明 (6.t42 的 最 小 特征 值 是 如 一 winC 宰 ,81C1))， 其 中 二 是 
(6.15) 的 最 小 特征 值 。 

t0.6 考察 如 下 特征 值 问题 ; 

= + alsYw 十 下 fxyjo = Am Cr ELloB]) 
— ”+ er Ar 
um) = uP) ra) (8) = 0 
其 中 ef jy6G) ye(z} ECLa,8]， 它 的 特征 值 舍 合 记 为 4。 又 
一 和 站 ”十 ofr = Mn _ 一 "十 sr) = Mp 
{cay 一 下 有 一 有 本 1 一 vA 一 

的 里 小 特征 值 集 合 分 别 记 为 4， 与 4,， 景 小 特征 值 分 则 记 为 加 0 与 中. 
证 朋 : 

(C1) ACd, NA 

C2) ALULCAMN ECA, 

C3) 若 4AMd; = 二名， 出 Ud 

(4) 若 4 (C4, 人 4,)， 相 应 的 特征 函数 分 出 为 pC) 与 由) 则 4 


| -| blrypt rp rd = 0. 


(5) 4R', 4 有 下 界 ， infA= A = min(A? A EA, 
10.7 设 X 是 Banach 空间 ,TON 是 XxX 上 的 解析 半 群 ,以 B 为 无 穷 小 生 
成 元 ,TO 和 Me 于 0)， 于 守 1，w > 0 为 常数 ，G3X 一 是 局 部 Lip- 
hitz 连续 的 ，Gt9) 一 p， 卫 常数 6>0， ar>0 有 0 盾 得 
egeT Ba 人 t+” Cllslsa) 
方程 


dm 
i! 


满足 初 值 wsC9) 一 wo 的 解 记 为 nC1;w)、 考 察 零 解 的 局 部 渐 近 稳定 性 . 


和 台 局 二 


= Bu GUn) 


C1) 证 明 当 on (SY 时 初 值 问题 
Pr 一 -一 or 十 MBrite 
{reo mm: pa 
的 解 "(人 ) 的 存在 区 疗 是 【9, 寸 co)，"(D<o，liar( 六 一 4. 
C2》 导 出 +CD 请 足 的 积分 方程 ， 


G3) 令 = mia (so ( 计 )】 )。Ye eX， <a1M， 证 明 钙 
xi;we》 在 存在 区 间 上 满足 
bs wo Ms) 
其 中 (0) = Mj. 
(4) Ym sx， 和 cj <e,/2M， 证 明 解 s(t;m) 网 存在 区 闻 是 [0,+o0). 


《5) 证 明 他 一 Bx + GCw) 的 零 解 是 (局 部 新 近 稳定 的 ， 


和 


[ACPI 
二 中 


LADN] 


[Amal 


LAW] 


TBC] 


上 了 PS 1 


LENS] 


[BTrl 


[CaB1] 
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